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Resumo

As Redes Neurais Artificiais (RNA’s), sao modelos com habilidade de adaptar, aprender,
generalizar, agrupar ou organizar dados onde as operacoes sao baseadas em processamento
paralelo. As RNA’s s@ao aplicadas em diversos campos como modelagem, andlise de séries
temporais, reconhecimento de padroes, etc. O treinamento das RNA’s podem se dar de
forma supervisionada, nao supervisionada ou por reforco. O teorema de Convergéncias do
Perceptron garante encontrar uma solucao opara o treinamento da rede quando as classes

sao linearmente separaveis, mas nao da um limite superior para a convergencia.

Este trabalho propoe uma abordagem quantica alternativa a abordagem cléssica no trei-
namento do Perceptron. Na abordagem proposta, o adaptacao dos pesos sinapticos se da
através do Algoritmo de busca de Grover promovendo, ainda que probabilistica, um limite

superior a convergéncia do perceptron.

Como aplicacao, é feita a simulacao do treinamento do perceptron utilizando o algoritmo
quantico BBHT na tentativa encontrar um conjunto de pesos sinapticos para a solucao do

problema.



Abstract

Artificial Neural networks (RNA’s) are models with the ability to adapt, learn, generalize,
cluster or organize data where operations are based on parallel processing. The RNA’s are
applied in various fields such as modeling, time series analysis, pattern recognition, etc. The
training of ANN’s can take the form of supervised, unsupervised or reinforcement. The
Perceptron Convergence Theorem guarantees finding a solution for network training when
the classes are linearly separable, but not of an upper limit for convergence. This paper
proposes an alternative approach to quantum classical approach in the Perceptron training.
In the proposed approach, the adaptation of the synaptic weights occurs are through the
search algorithm of Grover promoting, albeit probabilistic, an upper limit to the perceptron
convergence. As an application, and made a simulation of the perceptron training using the
quantum algorithm BBHT in trying to find a set of synaptic weights for the solution of the

problem.

11



Sumario

(1 Introducao| 1
(L1 Relevancial . . . . . . . . . . 3
(1.2 Objetivo do Trabalhol . . . . . . .. .. ... ... ... oo 4
(1.3 Organizacao do trabalho| . . . . . . .. .. . ... ... .. 4

P Redes N ~ ArGficas 5
2.1 ~Neuronio Biologico| . . . . . . . . . . . ... )
2.2 Neuronios artificiaisl . . . . . . . . .. ..o 6
2.3 Aprendizado|. . . . . . ... 9
[2.4  Redes Perceptron e Adaline, . . . . ... ... ... .. ... ... 9

241 Portas de limiar linearesf . . . . . . . ... ... 9
[2.4.2  Perceptron|. . . . . . . ... 10
[2.4.3  Algoritmo de aprendizagem do Perceptron| . . . . . . ... ... ... 11

[3 Imformacao Classical 12

[3.1 Portas Logicas|. . . . . . . . . ... 13
B.1.1 PortaNotl . . . . . . . . . 14
(3.1.2 Porta Andl . . . . . .. .. L 14

111



[3.1.4 Reversibilidadel . . . . .. ... oo 15

[3.2  Estado, Evolucao e Medicao| . . . . . . ... ... ... L. 16
[3.2.1 Estado e Evolucaol . . . . . . . .. ... 16
[3.2.2 Medicaol . . . . . .. 17

4 Computacao Quantical 18
[4.1 Postulados da Mecanica Quantical . . . . . . . ... .. ... ... ... ... 19
4.1.1  Primeiro Postuladol . . . . . . . ... oo 19
[4.1.2 Interpretacao Geomeétrical . . . . . . . . . .. ... L. 21
4.1.3 Evolucao Unitarial. . . . . . . . . . ... ... ... 21
[4.1.4 Medicaol . . . . . . . ... 23

[4.1.5  Sistemas Compostos| . . . . . . . . ..o 24

4.2 Processamento da Informacaol . . . . . . . . . . ... ..., 25
[4.2.1  Portas Quanticas de um Qubit|. . . . . . . .. ... ... ... ... 26
[4.2.2  Circuitos Quanticos|. . . . . . . . . . . ... 27
[4.2.3  Portas Quanticas de Multi-Qubit| . . . . . ... ... ... ... ... 29
[4.2.4  Portas Quanticas Controladas| . . . . . . .. ... ... ... ..... 30
[4.2.5 A porta quantica Uconor| - - - - - - o o o oo oo 32
[4.2.6  Modulos Logicos Basicos Reversiveis . . . . . ... .. ... ... .. 33

[>  Algoritmos Quanticos| 34
5.1 Paralelismo Quanticol . . . . . . . ... 35
[5.2  Modulos Aritmeéticos e Logicos Reversiveis| . . . . . . . . . . ... ... ... 37

v



h.2.2  Subtratorl . . . . . .. 39
[5.2.3  Multiplicador| . . . . . . ... 40
[5.2.4  Comparador| . . . . . . . . . . 40

.3 O Algoritmo de Grover| . . . . . . . . . . . .. ... 41
Hh.3.1  Problemade Buscal . . . . ... ... 42

[>.4 Descricao do Algoritmo|. . . . . . . . ... oL 42
[5.5 Operadores do Algoritmo|. . . . . . . . . . . ... ... ... . ... ..., 44
[5.5.1 Rotacaode Fase|. . . . . . . . ... 44
[H.5.2  Inversao Sobre a Meédial . . . . . . . . ... 0oL 48
[5.5.3  Passos do Algoritmo de Grover| . . . . . ... ... ... ... .. .. 52
[5.5.4 Exemplo N =4 . ... .. ... .. 54
[5.5.5 Numero Desconhecido de Solucoes|. . . . . . . . .. . ... ... ... 56
BEG _BBHTI . . . . o oo 57
[5.5.7 Contagem Quantical. . . . . . . . . . . ... ... 58

[6 Aplicacao do Operador de Grover no Treinamento do Perceptron| 61
[6.1 Representacao Matematica do Problemal . . . . . ... ... ... ... ... 61

[6.1.1 Utilizacao de todos os Padroes de Treinamento na definicao do Oraculo| 64

[7  Simulacoes do Algoritmo de Grover| 68
[7.1 Simulando o Algoritmo de Grover| . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 69
[7.1.1 Passos da Implementacaol . . . .. ... ... .. ... ... ..... 69

[7.2  Simulacao do Algoritmo de Grover Usando Python| . . . . . . . . ... ... 71




vi



Lista de Tabelas

3.4  Tabela Verdade: Porta Orl . . . . . . . . . . . . . ..

vii



Lista de Figuras

RI Neuroniol. . . . . . . o vt 6
[2.2  Modelo de neuronio artificial proposto por McCulloch e Pitts|. . . . . . . .. 6
[2.3  Transformacao afim produzida pela presenca de um bias| . . . . . . .. ... 8

[2.4  Solucao para o problema do E através de unia porta de limiar linear. Para |

este caso, tem-se w; =w, =1le 0 =1,0 . . . . ... .. ... ... ... . 10
B.1 Porta: Notl. . . . . . . . . . . 14
8.2 Porta Andl . . . . . . . 15
B.3 Porta Orl. . . . . . . o 15
[3.4 Representacao do espaco de estados: 3 bats| . . . . . . .. ... 17
[3.5 Evolucao do espaco de estados de 3 bats|. . . . . . . ... ... .. 17
M1 EsferadeBlochl . . .. ... ... 21
[4.2  Circuito Quantico com duas portas Hadamard| . . . . . . . . . . . .. .. .. 28

[4.3  Circuito Quantico: Geracao de estados superpostos com duas portas Hadamard| 28

[4.4  Aplicacao da Porta Hadamard em n-qubsts| . . . . . . . . ... .. ... ... 29

4.6 Porta CNOT a dois qubits, onde |a) representa o qubit de controle e |b) repre- |

senta o qubit alvo.. . . . .. Lo 31

viil



[4.7  Porta Toffols Quantical . . . . . . . . . . . ... 32
[4.8  Simulacao da porta OR Quantica a partir da Porta Toffolr Quanticaj. . . . . 33
[>.1 Diagrama esquematico do experimento da dupla-tenda. Uma tonte S emite |
| luz, que pode passar por duas fendas O; e O,antes de atingir uma tela. O |
| padrao /;(x) é produzido quando apenas a fenda O; esta aberta e o padrao |
| I, (x) apenas quando O esta aberta. A intensidade /(z) da luz na tela quando |
[ ambas as fendas estao abertas é diferente da soma algébrica das intensidades |
| Li(x)e (2] . . o o o 35
(5.2 Computando valor de f para todos os valoresde .| . . . . . . .. ... ... 36
5.3  Somador Completo de um bit| . . . . . .. ... ... ... 37
[>.4  Aplicacao do Somador Completo com qubits em estado de superposicaof . . . 38
[>.5  Subtrator Completo|. . . . . . . . . .. ..o 39
[5.6 Circuito Multiplicador executando a.b, onde b = |b,, 1 ...by). Algumas linhas |
| de entrada sdo agrupadas em uma unica linha de saida [19]] . . . . ... .. 40
[5.7  Circuito Comparador reversivel. Se todas as subtracoes correspondentes re- |
| sultarem no estado [0), as duas palavras nao sao diferentes 7] . . . . . . . 41
(5.8 Interpretagao geométrica da agao de Uy sobre o estado |¢).|. . . . . . . . .. 48
(5.9 Reflexao de [¢);) emrelacao a [¢) . . . . . . ..o oo o 50
[5.10 Aplicacoes sucessivas do operador G.| . . . . . . . .. ... 52
[>.11 Aplicacao do Algoritmo de Grovel . . . . . . . . . . . . ... ... .. .. 53
[>.12 Contagem Quantica: Circuito| . . . . . . . . . . . . ... ... ... .. ... 59
[6.1 Aplicacao do operador Hadamard aos pesos w;’s e bias onde 7 € o numero de |
| sinapses e m define a precisao dos pesos sinapticos e biag| . . . . .. . . . .. 62
[6.2  Separacao das Classes 1 e2.| . . . . . . . . .. .. ... ... .. ..., 63
(6.3 Esquema do circuito U, a partirde Uy . . . . . .. .. ... ... ... ... 63

X



(6.4 Circuito que implementa o oraculo Uy a partir dos modulos somador, mult:- |

plicador, comparador, OR e Z| . . . . . . . . . . . . .. ... .. ... ... 65
[6.5 Aplicacao do oraculo a um unico padrao de treinamento.| . . . . . . . . ... 66
[6.6 Circuito do oraculo construido a partir da equacao [6.4L| . . . . . . . . . ... 66
(7.1 Implementacao do Algoritimo de Grover no Software Mathematica|. . . . . . 69

[7.2 Solucao para o problema da porta logica AND onde Verdadeiro =1e Falso = |

7.3 Implementacao do Algoritimo de Grover: Amplitudes dos estados apds a |

aplicacao da porta H®™| . . . . . . . . .. 73

(7.4  Implementacao do Algoritimo de Grover: Amplitudes dos estados apdos uma |

aplicacao do operador de Grover.| . . . . . . . . . . .. ... ... ... 73

[7.5 Implementacao do Algoritimo de Grover: Amplitudes dos estados apos duas |

aplicacao do operador de Grover.| . . . . . . . . . . .. ... ... .. .. 74




Capitulo 1

Introducao

Uma rede Neural Artificial (RNA) pode ser descrita como modelo inspirado no proces-
samento que ocorre em estruturas neurais bioldgicas ao realizar uma tarefa particular ou
uma determinada fungao delegada[l6]. RNAs sao sistemas paralelos distribuidos compostos
por unidades de processamento simples, ligadas por nés, que calculam fungoes matematicas
(normalmente nao-lineares)[7]. A inspiragao para as RNAs advem do exame das estruturas

do cérebro, particularmente da andlise dos neuronios e suas conexoes.

As RNAs podem ser caracterizadas como modelos com habilidade de adaptar, aprender,
generalizar, agrupar ou organizar dados onde as operacoes sao baseadas em processamento
paralelo. As raizes desta tecnologia tém diversas origens tais como: a neurociéncia, ma-

tematica, estatistica, fisica, ciéncia da computagao e engenharia.

Em virtude da habilidade de aprender de forma supervisionada ou nao, sao diversos os
campos de aplica¢ao, tais como: modelagem, analise de séries temporais, reconhecimento de
padroes, etc. Apesar do grande niimero de problemas que podem ser abordados pela ferra-
menta RNA para gerar uma possivel solugao, ha limitagoes comprometem a eficiéncia deste
processo. Uma destas limitagoes é o tempo de treinamento da RNA, que utilizam principal-
mente algoritmos de gradiente descendente, e o algoritmo de aprendizagem backpropagation

[35] e suas variagoes.

O Teorema de Convergéncia do Perceptron demostrado por Rosenblatt [35] da a garantia
de que o algoritmo de treinamento sempre encontra uma solugao em um nuimero finito de

iteragoes caso as classes em questao sejam linearmente separaveis.
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A Computacao Quantica é um paradigma computacional baseado nos postulados da
Mecanica Quantica e, portanto, fenomenos da Fisica Quantica serao considerados na com-
putagao [17], todavia, é possivel ter uma visao puramente algébrica da mesma. A computagao
quantica utiliza elementos de trés areas bem conhecidas: matemaética, fisica e ciéncia da com-
putacao. Sua compreensao passa pelo entendimento dos modelos matematicos envolvidos

como nos postulados da mecanica quantica.

De forma geral, existem trés classes de algoritmos quanticos que oferecem vantagens sobre
os algoritmos cldssicos conhecidos[29]. Os algoritmos baseados na Transformada Quantica
de Fourier [10], entre eles o algoritmo de Deutch[11] e o algoritmo de Shor[36], os algoritmos
de busca ao qual pertence o algoritmo de Grover[I4] e os algoritmos de simula¢ao onde um
computador quantico é usado para simular um processo computacional quantico. Devido as
restricoes impostas pela mecanica quantica, hd um impedimento em estender os resultados
obtidos pelos cédigos classicos para os codigos quanticos, devendo ser feita uma analise previa

a fim de verificar se as restrigoes quanticas nao estao sendo violadas.

Uma grande motivacao para o estudo da computacao quantica é a busca de algoritmos
eficientes para problemas em que a solugcao em tempo polinomial nao é classicamente conhe-
cida. Visto que RNAs tem em sua formagao diversas disciplinas somada a visao de Roger
Penrose [I§] o qual argumentou que uma nova fisica de unificacao de fenémenos quanticos
com a relatividade geral, pode explicar as habilidades mentais , tais como a compreensao,
percepcao e consciéncia[l8], nascendo desta forma o interesse de pesquisas em Redes Neurais

que incorporam conceitos de Fisica Quantica.

Uma Rede Neural Artificial Quantica (RNAQ), é um tipo de RNA que pode ser cons-
truida usando os principios de processamento de informagao quanticall]. RNAQ mostra-se
como uma grande area a ser explorada no ramo da computagao e informacao quantica. No
entanto os modelos ainda sao muito simplistas, havendo pouco entendimento dos componen-

tes essenciais de uma RNA baseada em técnicas e conceitos quanticos[15].

Lloyd [21], mostra que o aprendizado de maquinas quanticas pode fornecer ganhos ex-
ponenciais sobre algoritmos classicos, visto que a aprendizagem de maquinas se da sobre
grandes quantidades de dados que se apresentam como vetores. Computadores quanticos
sao eficientes na em manipulagao de vetores e de produtos de tensores em espacos de alta

dimensionalidade.
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Como um grande nimero de dados vem sendo gerado por dia o termo Big Data tornou-se
corriqueiro. A necessidade de processamento destes dados tem levado grandes institui¢oes
a financiar estudos na drea, pesquisadores vem produzindo algoritmos [33] a espera dos
primeiros processadores quanticos com nimero de qubits suficiente para comecar a testar na

pratica a inteligéncia artificial quantica.

Este trabalho propoe uma abordagem quantica alternativa as abordagens classicas para o
treinamento de redes neurais artificiais RNAs com pesos utilizando o Algoritmo de Busca de

Grover [14] afim de encontrar uma rede com um erro minimo com complexidade da ordem

de ©(v/N).

1.1 Relevancia

O trabalho realizado colabora para as areas de RNA e de Computagao Quantica. O
grande numero de dados gerados no dias atuais (Big Data), produz também a necessidade
maquinas de alto poder de processamento. A natureza paralela da computacao quantica
mostra-se um caminho teoricamente possivel para o processamento desses dados. A utilizacao
da Computagao Quantica para solucao de problemas do mundo cldssico mostra-se bastante
estimulador na busca de sua utilizacao desta abordagem em diversos problemas, uma vez que
os efeitos quanticos permitem, em determinados casos, um ganho computacional expressivo.
A larga utilizagao préatica das RNAs justifica a importancia das pesquisas na area em busca

de métodos, técnicas e algoritmos que facilitem seu uso.

Além disso, o arcabouco proposto para implementar a busca quantica utilizando a lingua-
gem de circuitos quanticos é bastante genérico [29]. Para implementar a abordagem proposta
em funcao das diferentes redes neurais basta alterar no algoritmo quantico o operador que
identifica os conjuntos de pesos da RNA, alteracao esta que dependera apenas do nimero
de perceptrons e do nimero de conexoes. A segunda alteracao necesséria é a determinacao

do ntmero de qubits, definindo-se a representacao e a precisao dos valores manuseados.



1. Introducao 4

1.2 Objetivo do Trabalho

O objetivo deste trabalho é a proposicao de treinamento de RNAs a partir de uma
abordagem quantica de busca afim de encontrar um conjunto de pesos e bias que satisfacam

o erro minimo desejado. Para tanto algums objetivos especificos foram contemplados:

1. Caracterizacao adequada do problema tratado e identificacao de contribuicoes e tra-

balhos relacionados;

2. Investigacao da possibilidade de adaptagao de algoritmos quanticos existentes para

busca do conjunto de dados desejado;
3. Definicao de algoritmos quanticos que executem a tarefa de busca em tempo satis-
fatorio;

4. Investigacao da existéncia de ganhos na abordagem quantica proposta em relacao a

sua contrapartidas classicas.

A solugao proposta passa dela definicao de um operador unitario que executa a tarefa de
identificar os conjuntos de pesos e bias adequados a rede e por seguinte o uso do algoritmo
BBHTI[6] ou o algoritmo de contagem quantica para definigdo do ntimero de aplicagoes do

operador de Grover.

1.3 Organizacao do trabalho



Capitulo 2

Redes Neurais Artificiais

O primeiro trabalho sobre Rede Neurais foi realizado por Warren MccCulloch e Walter
Pitts em 1943 [24]. Neste trabalho, foi desenvolvido um modelo matemdtico que simula o
comportamento do neur6nio biolégico, (Figura , este trabalho concentrou-se muito mais
em descrever um modelo artificial de um neuronio e apresentar suas capacidades computa-
cionais do que em apresentar técnicas de aprendizado. As conclusoes desta pesquisa foram

de grande importancia para a implementagao computacional do neuronio.

2.1 Neuronio Biolégico

O neuronio pode ser considerado a unidade béasica da estrutura do cérebro e do sistema
nervoso. A membrana exterior de um neuréonio toma a forma de varios ramos extensos
chamados dendritos, que recebem sinais elétricos de outros neuronios, e de uma estrutura a
que se chama um axonio que envia sinais elétricos a outros neuronios. De forma geral, os
eventos em um circuito integrado de silicio acontecem na ordem de nanossegundos (107%s),
enquanto que eventos neurais acontecem na ordem de milissegundos (1073s). Porem a apa-
rente lentidao de um neurdnio é compensada em umas rede neural pelo grande niimero de
neuronios, (cerca de 10 bilhoes), e conexoes, (cerca de 60 trilhdes) resultando numa extrema
eficiéncia[l6]. Recentemente pesquisas demostraram que os dendritos, as partes menores dos

neur6nios, também sdo componentes ativos que fazem suas préprias “computagoes” [37].
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Figura 2.1: Neuronio

Fonte: http://www.rc.unesp.br/biosferas/mat0002.php

2.2 Neuronios artificiais

A proposta do modelo de McCulloch e Pitts (MCP), é uma simplificagdo do modelo
bioldgico conhecido. Sua modelagem se apresenta como um nodo com n terminais de entrada
(dentritos), x1, s, ..., T, € apenas um terminal de saida y (axonio). Foram acoplados aos
terminais de entrada pesos reais referentes ao processo sinaptico real, gerando um sinal

resultante inibitério ou excitatério causando o efeito x;w; na sinapse ¢ Figura [2.2]

X
X W
W, I fia)
C‘: > ¥
X Wy i

Figura 2.2: Modelo de neurdnio artificial proposto por McCulloch e Pitts

Fonte: http://www.din.uem.br/ia/neurais/

Similar ao neuronio biolégico que dispara quando a soma dos impulsos recebidos ultra-
passa um limiar de excitagao (threshold), o neurénio do modelo MCP é ativado através da

aplicacao de uma “funcao de ativagao”que dependendo da soma ponderada das entradas


http://www.rc.unesp.br/biosferas/mat0002.php
http://www.din.uem.br/ia/neurais/
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ativa ou nao a saida. Este tera sua saida ativada quando:

inwi >0 (2.1)
i=0

Onde n é o numero de entradas do neuronio, w; é o peso associado a entrada x; e 6 é o

limiar (threshold) do neurénio.

O modelo original apresentado por MccCulloch e Pitts foi proposto com pesos fixos, nao
ajustaveis, o que nao permite aprendizado, e disparos inibidores sao melhor representados
por pesos negativos, além de que redes com apenas uma camada sé conseguirem implementar

fungoes linearmente separaveis[7].

A partir do modelo MCP, foram propostos diversos modelos tais como a adigao de um
bias aplicado externamente representado por by que produz o efeito de uma transformacao

afim na funcao de ativagao linear.

O neurodnio pode ser descrito da seguinte forma matematica:

U = Z%wkz‘ (2.2)

yr = p(ug + by) (2.3)

A fungao de ativacao ¢ proposta originalmente por McCuullock e Pitts, é uma funcao de

limiar, isto é,

1 sewup+b,>0
yr = p(ug + by) = (2.4)
0 seup+0b.<0

Onde uy, ¢ a saida do combinador linear, by é o bias (Figura 2.3), ¢(.) ¢ a funcdo de

ativacao e yi € o sinal de saida do neuronio.
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Outra modificagao foi a utilizacao de diferentes funcoes de ativagao das quais pode-se citar

a funcao de limiar, a saida de um neur6nio assume o valor 1, se y, > 0 e 0 caso contrario;

a funcao Sigmoide, esta sendo a funcao mais comum nas aplicacoes de redes neurais, e a

fungao tangente hiperbdlica que permite que a funcdo se estenda de —1 até +1[16].

A

A\

Bias bk >0
.Bias b, =0
L7 Bias b, <0

>

Saida do combinador
linear U,

Figura 2.3: Transformacao afim produzida pela presenga de um bias
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2.3 Aprendizado

Uma RNA tem a capacidade de aprender por exemplos e fazer interpolagoes ou extra-
polacoes do que foi aprendido. O algoritmo de aprendizado baseado no conceito conexionista
é um conjunto de procedimentos que se preocupa em determinar a intensidade das conexoes
entre os neuronios de maneira que a RNA possa aprender uma determinada funcao. Nao
h& um tnico algoritmo de aprendizagem, nem sao todos baseados no mesmo conceito, cada
algoritmo tem suas vantagens e desvantagens, mas basicamente diferem apenas pela forma
que ajustam os pesos. Os diversos algoritmos de aprendizado podem ser classificados em
trés classes principais: supervisionado ,nao-supervisionado e por reforco. O aprendizado
supervisionado é o mais comum no treinamento de RNAs, o instrutor fornece as entradas e
saidas desejadas para a rede e confere o quanto a rede esta préxima de uma solugao aceitavel,
adaptando durante o treinamento os pesos entre os neuronios, de modo a prover uma menor
diferenca entre as saidas desejadas e as saidas geradas pela RNA. A desvantagem é que sem
o instrutor, a rede nao conseguira aprender novas estratégias para problemas nao contempla-
dos pelos exemplos fornecidos a rede. No aprendizado nao supervisionado, nao ha a figura
do instrutor, inicialmente, as saidas da rede nao sao conhecidas, apenas os padroes de entra-
das sao fornecidos, funcionando de modo a distinguir classes de padroes diferentes dos dados
apresentados a rede, através de algoritmos de aprendizado baseados geralmente em conceitos
de vizinhanca e agrupamento. A rede é ajustada de acordo com regularidades estatisticas
dos dados de entrada, criando uma harmonia interna de tal forma que ela cria categorias,
otimizando em relacao aos parametros livres da rede uma medida da quantidade que é in-
dependente da tarefa a ser executada[23]. Os estédgios iniciais da audigao e visao dos seres
humanos ocorrem através do aprendizado nao supervisionado. O aprendizado por reforco
pode ser visto como um caso particular de aprendizado supervisionado, onde a principal

diferenca é a medida de desempenho usada em cada um dos sistemas [7].

2.4 Redes Perceptron e Adaline

2.4.1 Portas de limiar lineares

As portas de limiar lineares sao definidas conforme a equacao [2.4, sao semelhantes ao

nodo MCP.
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Modelada desta forma, as portas de limiar lineares estao restritas a solu¢ao de problemas
cuja solucao pode ser obtida pela separacao de duas regioes por meio de um hiperplano,
isto é, sao linearmente separaveis. Pode-se visualizar o caso bidimensional. Seja x; e w9
as entradas do nodo e w; e wy os pesos referentes as entradas e ¢ e y o limiar e a saida
respectivamente, executando uma fungao qualquer. A condigao de disparo do nodo (y = 1)
¢ entao definida por z;w; + xowe > 0. Entao pode-se descrever de forma geral a equacao
da reta onde x5 = f(x1), conforme mostra a Equagao . Desta forma a superficie de
decisao de uma porta de limiar linear esta restrita a uma reta, ou um hiperplano para o caso
n-dimensional[7]. A Figura mostra a solugao para o problema do OU légico através de

uma porta de limiar linear.

(@) (2

x
0,1 Ll
0,0 1,0
. )
To=—x1+1,9

Figura 2.4: Solucao para o problema do E através de unia porta de limiar linear. Para este

caso, tem-se w; =wy =1e f =1,5.

2.4.2 Perceptron

O perceptron é a forma mais simples de uma rede neural usada para a classificacao
de padroes ditos linearmente separaveis. O algoritmo usado para ajustar os parametros
livres desta rede neural foi inicialmente proposto em um procedimento de aprendizagem

desenvolvido por Rosenblatt [34] para seu modelo cerebral do perceptron. Este algoritmo
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apresenta algumas diferencas em relacao a regra de Hebb (1949, p.62 apud [16]). A funcao
de ativagao passou a poder ter um limiar 6 diferente de zero. Foi introduzido um fator de
aprendizado 1n(0 < 7 < 1) que regula a velocidade de modificagdo dos pesos. Rosenblatt
demonstrou que se padroes usados para treinar o perceptron sao retirados de duas classes
linearmente separaveis, entao o algoritmo converge e posiciona a superficie de decisao na
forma de um hiperplano entre duas classes. Esta demonstracao é conhecido como Teorema

de Convergéncia do Perceptron.

De uma maneira geral, durante o processo de adaptacao, ou aprendizado, o que se deseja
obter é o valor da variacao Aw a ser aplicado ao vetor de pesos w de tal forma que o seu
valor atualizado w(t + 1) = w(t) + Aw e Aw = nx onde x ¢é a entrada, esteja mais proximo
da solucao desejada do que w(t). Portanto, os algoritmos de aprendizado em RNAs visam
ao desenvolvimento de técnicas para a obtencao do valor de Aw mais apropriado para a

obtenc¢ao da solugao do problema em questao.

2.4.3 Algoritmo de aprendizagem do Perceptron

O objetivo do algoritmo é obter o incremento Aw a ser aplicado ao vetor de peso w
atualizando o valor w(t + 1) = w(t) + Aw deixando w(t + 1) mais préximo da solugao
desejada do que w(t). A condigado de disparo é w.x = 0 onde w = —0, wy, wo, e wyler =
1,21,2o,...,7, . Selecionar um exemplo de treinamento (x,d), padrao de entrada e sua
respectiva saida. Isto pode ser feito de maneira ciclica (em ordem) através dos exemplos de

treinamento ou pegando um exemplo aleatoriamente.

Se w classifica dj, corretamente, isto €, se: w.xp > 0e dy = +1ouse w.x, <0ed, =0

Entao: nao fazer nada.

Senao Passo de alteracao: Modificar w somando ou subtraindo z; de acordo com a saida

correta ser +1 ou 0: Neste caso o erro (e = d — w.xy) e pode ser +1 ou -1 e w' = w + exxy.

Uma modificagao plausivel seria somar ao vetor w um vetor que estivesse na direcao de
z com o vetor nx. Assim a equagao de atualizagdo de w pode ser escrita como w(t + 1) =

w(t) + new.



Capitulo 3

Informacao Classica

O computador classico é descrito como uma méaquina que lé um conjunto de dados,
executa céalculos sobre estes e gera uma saida. Estes dados comumente sao codificados com
zeros e uns. A peca mais basica de informacao é chamado de bit, este representa a menor
quantidade de informacao digital capaz de ser armazenada podendo estar em um de dois
estados mutuamente exclusivos, 0 ou 1. E facil ver que é possivel armazenar um bit em
um circuito elétrico através da distingao entre dois valores como tensao ou corrente elétrica
onde 0 é um estado de Baixo potencial elétrico e 1 é um estado de alto potencial elétrico.
Matematicamente, um bit estd associado a uma varidvel = € {0, 1}, onde o conjunto {0,1} é
dito espaco de estados do bit. Assim, um bit z pode ser 0 ou 1, mas nunca uma sobreposicao
destes valores. Para representar uma quantidade maior de estados, um registro, é preciso de
uma area mais extensa da memoria, é feita entao uma justaposicao de uma quantidade finita
de k bits. Isto é, um registro estd associado a uma k-tupla (zp_1,...,79) € {0,1}*, onde o

produto cartesiano

{0,1}* = {0,1} - {0,1} - ... - {0, 1} (3.1)

k

E chamado de espago de estados desse registro. Um registro pode estar a cada instante
em apenas um dos 2 diferentes estados do seu espado de estados. Existe uma bijecao natural

6 entre o conjunto das k-uplas (zx_1, ..., zo); z; € {0,1} e o conjunto {N € Z;0 < N <21}
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definida por:
O(Tp_1,...,00) = Tp_1.2" 1+ .+ 1.2 + 20.2° (3.2)

Que vem a ser a representacao bindria de N. Vamos supor entao que se deseja representar

os nimeros 0, 1, 2, 3 em bindrio. Tem-se quatro itens (2% = 4). Portanto, é preciso de pelo

menos dois bits para representar esses niimeros.

Tabela 3.1: Representacao Bindria dos nimeros 0-3

Decimal | Bindrio
0 00
1 01
2 10
3 11

E facil ver que se é desejavel avaliar a quantidade minima de &k bits de um nimero

inteiro positivo N, serd necessario um registro com [log, N'| < k bits, de forma que k devera

satisfazer N < 2F — 1 < 2*, donde log, N < k.

3.1 Portas Loégicas

A /flgebm Booleana, conhecida também como algebra de chaveamento[9], ¢ o modelo ma-

tematico mais adequado para descrever o funcionamento dos circuitos logicos digitais. Uma

fungdo booleana , ¢ uma fungao da forma f : {0,1}* — {0,1}™, cuja entrada é um estado

= (Tp_1,...,70) € {0,1}* e cuja saida é um estado y = (fr,_1(2),..., folx)) € {0,1}™.

De forma geral, f é descrita por blocos elementares chamadas de portas légicas, AND,

OR e NOT, conhecidas como portas universais ou elementares por serem estas suficientes

para construcao de qualquer outra porta légica através de combinagoes adequadas. Estes

componentes podem ser implementados fisicamente por transistores e outros componentes

eletronicos[32].
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3.1.1 Porta Not

A porta Not ou inversora tem como simbolo “—=” e implementa a funcao booleana — :
{0,1} — {0,1} definida por =(x) = 1 —x. Ou seja, a funcdo Not possui apenas uma entrada
e uma saida atuando sobre um unico bit retornando 0 se a entrada for 1 e 1 se a entrada for

0. Esta porta tem a seguinte representacao:

Figura 3.1: Porta: Not

110

Tabela 3.2: Tabela Verdade: Porta Not

3.1.2 Porta And

A porta And também chamada de disjun¢ao tem como simbolo “ A” e implementa a

fungao booleana A : {0,1} — {0,1},k > 2, definida por:

1 se(xp_1,.-..,20) = (1,1,...,1)

0 se (xg_1,...,x0) # (1,1,...,1)

A funcao And tem no minimo duas entradas, mas uma unica saida. Esta porta tem a

seguinte representacao:

3.1.3 Porta Or

A porta Or também chamada de conjuncao tem como simbolo “V 7 e implementa a

fungao booleana Vv : {0,1} — {0,1}, k > 2, definida por:
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X1

Lo

Figura 3.2: Porta And

X1 | Xo

0
0
1
1

OO | Ow

0
1
0
1

Tabela 3.3: Tabela Verdade: Porta And

0 se (zk_1,...,29) =(0,0,...,0)

1 se (xg_1,...,20) # (0,0,...,0)

ANTg—1,...,70) =

Semelhante a porta And, a funcdo Or tem no minimo duas entradas, mas uma tnica

saida. Esta porta tem a seguinte representacao:
L1

Zo

Figura 3.3: Porta Or

3.1.4 Reversibilidade

O Principio de Landauer [4] afirma que que qualquer manipulagdo logicamente irre-
versivel de informacgoes, como o apagamento de um bit ou a fusao dos dois bits, deve ser
acompanhada de um aumento de entropia. Por outro lado, é geralmente aceito que qual-
quer transformacao logicamente reversivel de informacao pode, em principio, operar de uma
forma termodinamicamente reversivel por um mecanismo fisico apropriado[5]. Uma porta

logica reversivel estd associada a uma funcao booleana inversivel. Dentre as portas logicas
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x1 | Xo

0
0
1
1

=)~

0
1
0
1

Tabela 3.4: Tabela Verdade: Porta Or

elementares, apenas a porta Not é reversivel, de forma que a inversa da funcao —(x) =y é
a funcao —~1(y) = x, definida por =~!(y) = 1 —y. A fungao Not é dita auto inversa, isto
é, =~1 = . De forma mais clara, uma porta légica serd reversivel se conhecido o valor de
saida (output) é possivel determinar o valor de entrada (input). De posse deste conceito, é
possivel ver que conhecida a saida das portas And ou Or, os valores da entrada nao podem

ser determinados.

3.2 Estado, Evolucao e Medigao

3.2.1 Estado e Evolucao

O estado de um registro de k-bits pode ser definido como uma k-tupla (zy_1,...,To €
{0,1}*, dito o seu espaco de estado. & possivel visualizar o espaco de estados como os 2*
vértices de um cubo de aresta unitaria e dimensao k. Como exemplo temos o cubo que

representa um registro composto por 3 bits, ver Figura [3.4]

Assim, para o caso de k = 3, existem oito combinagoes para a tripla (xq, z1,x¢),2; €
{(0,1)} formada pelos oito vértices. O conjunto formado pela unido disjunta desses oito

vértices é o que denominamos de espaco de estados.

A evolu¢ao de um registro da-se quando o estado x passa ao estado y = f(x), onde
f :{0,1}* ¢ uma funcio booleana. Esta evolucio acontece devido a agdo de uma porta
légica ou fungao booleana. Assim considerando o espago de estados anterior com 3 bits e
um registro no estado inicial (0,0,0), a aplicagao sucessiva de duas portas légicas A e B
formadas pelos blocos elementares fara o registro inicial evoluir para os estado (1,0,0) e por

fim para o estado (1, 1,0), Figura[3.5
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X
ot 011
101 | 1 |
1 ‘ *
| 000 010
,,,,,,,, ./
100 110

Figura 3.4: Representacao do espaco de estados: 3 bits

Porta A Porta B
0 @) T i 1
0 0 V) 1
0 D, 0 0
Estado 0 Estado 1 Estado 2

\/

Figura 3.5: Evolucao do espaco de estados de 3 bits

3.2.2 Medicao

Na computagao cléssica, medir um registro consiste em observar o estado no qual este se
encontra através de processos computacionais adequado ao sistema. A observagao do registro
consiste em observar o estado individual de cada bit pertencente ao registro, isto é, apds a
aplicacao das portas logicas da Figura [3.5] a leitura do primeiro bit menos significativo sera
0 enquanto que o segundo e terceiro bit serd 1 resultando no ntimero 6 em notacao binaria. E
Possivel observar a a medida do registro é um processo deterministico e que a sua observagao

nao alterou o seu estado.



Capitulo 4

Computacao Quantica

A mdquina de Turing (MT) [39] foi a primeira nogao formal de computacao, onde se
definiu um modelo de como os algoritmos da Computacao Classica devem ser construidos
ajudando a entender quais os limites desta forma de computagao. Segundo Turing se um
algoritmo pode ser realizado em qualquer tipo de sistema fisico entdao ha um algoritmo

equivalente computével na MT. Esta afirmacao ¢ a denominada tese de Church-Turing [39].

Apesar de ser capaz de descrever algoritmos para diversos problemas, a MT apresenta
algumas limitagoes, dais quais, o custo computacional é um deles, evidenciado por alguns
problemas de ordem pratica como o problema da busca de um elemento em um vetor desor-

denado.

Existem muitas variagoes do modelo basico da MT. Uma das variantes é a introdugao
da aleatoriedade denominada Maquina de Turing Probabilista [38], contudo, mesmo essa
variante nao muda a capacidade essencial das MTs como modelo de computacao. A MT
deterministica pode ser muito menos eficiente do que o modelo aleatério, mas a classe de

fungoes computédveis nao muda introduzindo-se a aleatoriedade no modelo bésico [29].

Benioff [3] em 1980 criou um modelo de MT com uma fita quantica para aproveitar
vantagens de determinados fenomenos quanticos como a superposi¢ao de estados [3], mas
estd, por utilizar estados classicos, ao ler a fita quantica, fazia com que os estados da fita
também se tornassem classicos. Na tentativa de simular sistemas quanticos Richard Feynman
provou em 1982 que nenhuma MT conhecida poderia simular de forma eficiente este tipo de

sistema, pois poderia haver um aumento exponencial no nimero de estados inviabilizando
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a computacao em tempo hébil [I12]. A Computagdo Quantica proposta por David Deutsth
em 1985 [11] é baseada inteiramente na Fisica Quantica, neste modelo Deutsth propos que
portas quanticas poderiam funcionar de maneira similar a computacao digital tradicional

baseada em portas logicas binarias.

A Computacao Quantica é definida entao como um paradigma computacional baseado nos
postulados da Mecanica Quantica e, portanto, é possivel ter uma visao puramente algébrica

[17]. Fenémenos da fisica quantica serao considerados na Computagao.

A Computacao Quantica muitas vezes afugenta potenciais pesquisadores em ciéncia da
computacao, devido a aparente necessidade de ir fundo em Mecanica Quantica. A com-
plexidade da Computacao Quantica ainda é mal compreendida e neste capitulo Introduzi-
remos alguns conceitos e defini¢oes da Mecanica Quantica adequados ao entendimento dos

conteudos tratados neste documento.

4.1 Postulados da Mecanica Quantica

A Mecanica Quantica é uma estrutura matematica para o desenvolvimento de teorias
fisicas [29]. Por ser regido por postulados (axiomas) que fornecem uma conexdo entre o
mundo fisico e o formalismo matematico da mecanica Quantica, analisando de uma forma
matematica, podemos classificar a Mecanica Quantica como uma teoria. Os postulados

necessarios ao entendimento da Computacao Quantica sao descritos e comentados a seguir.

4.1.1 Primeiro Postulado

O espago de Hilbert [20] é usado para modelagens de sistemas infinitos. A evolugao dos
estados em um sistema quantico sao modelados matematicamente no espaco de Hilbert das
funcoes de ondas. Porém, para o entendimento da Computacdo Quantica, é necessario apenas
o uso de sistemas quanticos finitos, em outras palavras, nao é necessario modelar sistemas
quanticos no espaco de Hilbert das funcoes de ondas, considera-se somente os espacos de
Hilbert que sao espacos vetoriais complexos de dimensao finita, assim tem-se a vantagem de
nao se preocupar com fungoes de onda. Um espaco vetorial complexo é um espaco vetorial

cujos vetores possuem coordenadas (e consequentemente magnitudes), descritos por niimeros
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complexos. [40].

Postulado 4.1.1. [29] Associado a qualquer sistema fisico isolado existe um espago vetorial
complexo com produto interno (espago de Hilbert) conhecido como espago de estados do
sistema. O sistema € completamente descrito por seu vetor de estado, que € um vetor unitdrio

no espaco de estados do sistema.

A unidade basica de informacao na Computacao Classica é o bit, que assume valor 0 ou
1. Na Computagcao Quantica, a unidade basica de representacao da informacao é um sistema
quantico com espagos de estados com duas dimensoes, o qubit (quantum bit), este é o sistema
quantico mais simples. Usando a notagao de Dirac, um qubit |1)) é representado por meio de

um vetor bidimensional em um espaco de Hilbert, de acordo com a seguinte expressao geral:

0) = 1) = (4.1)

e o estado geral de um qubit [¢)) tem a seguinte notagao:

[¥) = al0) + 5]1) (4.2)

Sendo |0) e |1) a base ortonormal para o espago de estados do sistema conhecido como
base computacional e « e [ sdo ntiimeros complexos arbitrdrios (o, 3 € C), a relagao de

normatizacao deve ser satisfeita:

lof? + 1" =1 (4.3)

A interpretacao fisica do qubit, na expressao [4.2] é que ele estd simultaneamente nos
estados |0) e |1). Como os vetores |0) e |1) sdo ortonormais, a soma nao dé o vetor nulo. As
possibilidades excludentes classicamente coexistem quanticamente. A quantidade possivel
de informagao que se pode armazenar no estado [¢) é infinita. Porém, essa afirmagao esta
apenas a nivel quantico. A coexisténcia é destruida quando se tenta observa-la, onde para

torna-la acessivel a nivel classico é preciso fazer uma medida.
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4.1.2 Interpretacao Geométrica

Um qubit pode ser interpretado geometricamente em trés dimensoes, como um vetor
contido numa esfera (R?®). Essa representacao é denominada de Esfera de Bloch. Pode-se

expressar genericamente o estado de um qubit por:

) = e (cos (g) |0>) + e (sin (g) |1>) (4.4)

onde v, 0, e o € R. O termo e é denominado fator de fase global e niao possui efeito

fisico observavel (uma vés que |¢??| = 1) sendo, mais usada a expressao:

) = cos (g) |0) + € (sin (g) 1) (4.5)

sendo a = cosg e B =e“%sin g, estando assim o qubit ja normalizado.

Os nimeros 6 e ¢ definem um ponto sobre a superficie da esfera de Bloch como mostra
a Figura [{.1] A representacao na esfera de Bloch mostra-se bastante importante no auxilio

da interpretacao dos resultados das operacoes.

Figura 4.1: Esfera de Bloch
Fonte: http://es.wikipedia.org/wiki/Esfera_de_Bloch

4.1.3 Evolugao Unitaria

A mecanica quantica descreve matematicamente a evolucao no tempo de um sistema
quantico isolado por uma transformacao linear [29]. A descri¢ao de sistemas quanticos isola-

dos na algebra linear sao vetores unitarios, e, as fungoes que transformam vetores unitarios
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em vetores unitarios do mesmo espaco vetorial sao as transformacoes unitarias. Trans-
formacoes lineares unitarias U podem ser definidas como aquelas que atendam a seguinte

propriedade:

UU=0U"=1 (4.6)

Onde U' ¢ a conjugada transposta de U e I é a matriz identidade.

Postulado 4.1.2. [29] A evolugdo de um sistema quantico fechado € descrita por uma
transformagao unitdaria. Ou seja, o estado [1) do sistema no tempo t estd relacionado
ao estado |Y') do sistema no tempo ty por um operador unitdrio U o qual depende somente

dos tempos t1 e ts,

[¢) = UlY) (4.7)

Logo, a consequéncia imediata da definicao da evolucao de um sistema quantico como um
processo unitario é que ele é reversivel e a energia do processo se conserva. Analisando a esfera
de Bloch [26], a transformagao unitéria corresponde a uma rotagdo no espago vetorial que
preserva o comprimento do vetor, isto garante que a probabilidade total de um conjunto de
estados sempre permaneca a mesma, isto é, considerando o qubit normalizado sua magnitude

serd igual a 1.

A equagao de Schrodinger descreve a relagao temporal entre os estados ') e [1)).

d e
S ¥(0) = —iH[¢(1)) (4.8)
Onde H é um operador auto-adjunto chamado de Hamiltoniano do sistema fechado.

A equacao representa o equivalente discreto da equacao de Schrodinger, obtida

considerando-se quantidades infinitesimais dt.

() = e [y(0)) = U (1) 1(0)) (4.9)
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4.1.4 Medicao

As transformacoes unitarias descrevem a evolucao de sistemas quanticos isolados, isto se
dé para sistemas que nao interagem com outros sistemas, mas ha momentos que é necessario
obter acesso a informagao contida no estado [¢), em outras palavras, um sistema fisico
externo deverd interagir com o sistema para obter um resultado. Na Computacdo Cldssica
a extracao do resultado do estado dos bits é conceitualmente simples, diferentemente da
Computacao Quantica onde este processo denominado de medi¢ao nao é uma tarefa trivial.
A medicao afeta o sistema isolado provocando um colapso no espaco de estado deste sistema
apds a medigdo. O processo de medigao altera o estado do sistema |1)) em fazendo-
o assumir o estado |0) com probabilidade |a]?, ou o estado |1) com probabilidade |3|?.
Matematicamente falando, uma medicao corresponde a uma projecao do vetor de estados
representando o qubit em um dos estado da base computacional. A medicao é uma operacao

irreversive]ﬂ uma vez que nao ha meios de faze-lo voltar ao estado anterior a medigao [25].

Postulado 4.1.3. [29] As medidas quanticas sao descritas por uma cole¢ao {M,,} de ope-
radores de medida. Esses operadores atuam no espaco de estados do sistema que estd sendo
medido. O indice m se refere aos efeitos das medidas que podem ocorrer em um experi-
mento. Se o estado do sistema quantico for |¢) imediatamente antes da medida, entao a

probabilidade de um resultado m ocorrer € dada por:

p(m) = (Y| M, My |0), (4.10)

e o estado do sistema depois da medida serd

M,
) (4.11)
(| M My 1)
Os operadores de medida satisfazem a equacao de completude,
> MiM, =1 (4.12)

LContudo, observa-se que ainda hé conservacio de energia
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4.1.5 Sistemas Compostos

Na computacao classica, um bit é capaz de representar dois valores, 0 e 1, e um conjunto
de n bits, pode representar 2" valores diferentes, um por vez. Na Computacao Quantica, um
registrador de n qubits também pode armazenar 2" valores, porém, gracas a superposicao
dos estados, todos sao representados simultaneamente. O postulado a seguir descreve este

sistema:

Postulado 4.1.4. [29] O espaco de estados de um sistema fisico composto € o produto
tensorial dos espacos de estados dos sistemas fisicos que o compoem. Além disso, se houver
sistemas numerados de 1 até n, e o sistema nimero i for preparado no estado |1V;), entao o

estado do sistema composto serd |h1) @ |1hg) @ -+ ® [1hy,).

O produto tensorial de dois qubits |a) e |b), representado por |a) ® |b) = |ab) = |a)|b) é

descrito como:

aq b1
a2 by
|a) ® |b) = ® (4.13)
_an_ _bn_
a - [b)
_ |18 (4.14)
[ an - [B)

Como nao houve interagdo na criagdo dos estados |a) e |b), estes estdo em espagos de
Hilbert distintos H; e Ho, respectivamente. De forma que uma alteragao em qualquer dos

estados nao alterard o outro.

O sistema composto constituido pelos estados |a) e |b) pode ser representado como:

|ab) = |a) @ [b) € H1 @ H, (4.15)
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) = [t ® 1)
= (a1]0) + B1]1)) ® (2[0) + f2[1))
= 012]00) 4 a1 52]01) + Brae|10) + B15,[11)
= ago|00) + ap1]01) + a0[10) + 11]11)

= qp|0) + a;[1) + ay[2) + aj)3)
221

— Z ) (4.16)

Onde o é a amplitude associada.

De forma genérica, o estado geral de um sistema de n qubits pode ser denotado por:

2n1
) = aili) (4.17)
i=0
com 222;;1 |i;|> = 1 e a base computacional {|0),[1),...,[2" — 1)}.

4.2 Processamento da Informacao

O processamento da informagao na computacao classica se da através de operagoes sobre
os bits que armazenam a informacao, estes operadores sao os circuitos légicos, que sao
agrupamentos de dispositivos mais simples denominados de portas l6gicas. Analogamente, na
Computacao Quantica o processamento da informacao também é realizado por operadores,
estes sao os circuitos quanticos que sao formados por portas quanticas que realizam operacoes
unitarias sobre os qubits. Como descreve o postulado da evolucao, uma porta quantica
simples aplica uma operacao unitdria U sobre um qubit no estado |¢) fazendo-o evoluir para
Ul). Por serem matrizes unitéarias, os operadores preservam a norma dos vetores e como
toda matriz unitdria, por definicao, possui inversa, as operacoes definidas sobre os qubits sao

inversiveis. A representacao destas portas é dada por matrizes unitarias, que devem possuir
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a seguinte propriedade:

U-Ut=U"U=1 (4.18)

4.2.1 Portas Quanticas de um Qubit

Portas quanticas que atua sobre um qubit podem ser descritas por matrizes C> — C2,
Como existem infinitas matrizes unitarias C> — C2, também h4 infinitas portas quanticas
que atuam sobre um qubit [29]. Dentre os operadores unitarios destacam-se as matrizes de

Pauli:

O .

A porta quantica mais simples é a porta [ : C* — C? (identidade) definidas nos vetores

da base ortonormal, que atuando sobre um qubit nao altera o seu estado.

oy=10) 1= (4.20)

A porta Uyor : C2 — C? definidas nos vetores da base ortonormal, simbolizada por X,

atua sobre um qubit trocando seu estado, ou seja:

X[0y=[1)  X[1) =10) (4.21)

A porta Z : C? — C? definidas nos vetores da base ortonormal, também chamada de
inversao de fase, executa a troca a fase do estado |1) de 180 graus(e’™ = —1) ao passo que

sua atuagao sobre |0) o deixa neutro.

Z|0) =0)  Z]1) = =[1) (4.22)
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Um operador que tem grande importancia na Computacao Quantica é o operador de Ha-
damard, denotado por H : C*> — C?. Sua acao leva um estado da base a uma superposicao de
estados, e uma segunda aplicacao leva a superposicao ao estado original. Sua representacao

matricial em relacdo a base candnica ortonormal de C? é a matriz H € M, »(C) dada por:

H=— (4.23)

1 1
HI0) = ==+ 10) + —=+10) = |4) (4.24)
H1) = o) — o) = 1) (4.25)

V2 V2

De forma geral, ha infinitas portas quanticas para um unico qubit, estas podem ser

generalizadas como rotagoes em um dos eixos x, y e z da esfera de Bloch,

cosf@ —sinf
Ur = (4.26)
sinf cos®

e deslocamento de fase,

UP(¢17 ¢2) = 0 ) (427)

4.2.2 Circuitos Quanticos

Os circuitos 16gicos cldssicos sao utilizados para descrever a aplica¢ao dos operados (por-

tas légicas), sobre os diversos bits. A notagao adotada para circuitos cldssicos permite
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expressar a ordem em que as operagoes sao realizadas, mas esta notagao nao restringe como

tais operacoes devem ser realizadas fisicamente.

O circuito quantico é o andlogo ao circuito logico clédssico, este é um dispositivo que
consiste de portas quanticas conectadas umas as outras e cujos passos computacionais sao
sincronizados ao longo do tempo. Como os circuitos 16gicos classicos, os circuitos quanticos
sao mais comumente apresentados e entendidos através de um grafico ou diagrama. A Figura
4.2 apresenta o diagrama de um circuito consistindo de duas aplicacoes sucessivas da porta

H a um qubit:

[V)— H H

Figura 4.2: Circuito Quantico com duas portas Hadamard

Como primeiro elemento temos a entrada, representada na posicao mais a esquerda. A
entrada do circuito é o vetor de estado de um qubit ou um produto tensorial de n-qubits (|1))
podendo estar agrupados ou em um ou mais registradores representando diferentes partes
de entradas ou diferenciando qubits auxiliares. As linhas horizontais sao analogas aos fios
de um circuito cléssico e representam a evolucao do estado do qubit (passagem do tempo ou
deslocamento de uma particula). O sentido de leitura de um circuito quantico é da esquerda

para direita.

As portas quanticas sao representadas por retangulos e definem operagoes sobre os qubits.
A saida é a posicao mais a direita do circuito, podendo ser ou nao medida. E o novo vetor

de estado do qubit apés duas aplicacoes sucessivas da porta H é H?[1)).

A Figura 4.3 apresenta um circuito cuja entrada consiste de dois qubits nos estados
iniciais |0) e |0), respectivamente, duas portas Hadamards sao aplicadas a cada qubit .

A saida do circuito é o estado dos dois qubits apos a aplicacao das operacoes indicadas:

((10) +[1)/v2)((10) + [1))/v2) = (/00) +[01) +[10) + [11))/2.

0)— H —

0)— H —

Figura 4.3: Circuito Quantico: Geracgao de estados superpostos com duas portas Hadamard

A agao do circuito da Figura pode ser descrita como:
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(H @ H)(|0)[0)) = H®*|00) = H|0) @ H]0)
1 1
= E(I0>+|1>)®%(I0>+I1>)

_ %(|0>\0>+|0>!1>+\1>|0>+!1>|1>>

— %(|00> +101) + [10) + |11)) (4.28)

Em notacao decimal:

= 2(0)+ 1)+ [2)+ [3)) (4.2

4.2.3 Portas Quanticas de Multi-Qubit

Até aqui, foram descritas portas que atuam apenas sobre um qubit., contudo, as operagoes
quanticas necessitam também portas que atuem sobre multiplos qubits. Pode-se estender a
nocao de portas quanticas de 1-gbuit para portas quanticas multi-qubit por meio do produto

tensorial dos operadores implementados pelas portas de 1-qubit.

Para que a porta H de 1-qubit atue em um estado de n-qubits, denotado por [¢)") conforme
Figura [4.4] efetuam-se o produto tensorial deste operador sucessivamente, obtendo H®" e,

consequentemente, a porta correspondente.

H

A D D

|0)—
o) [)

Figura 4.4: Aplicacao da Porta Hadamard em n-qubits

O estado inicial do circuito da Figura [4.4] é dado por:
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[Yo) = 10)®|0)® [0)
= |000) (4.30)

O estado |11) corresponde a aplicagdo da porta Hadamard aos trés qubits de entrada:

|¢1> = H@?)Wo)
= H|0)® H|0) ® H|0)

- () (25 ()

- 18(|000> +1001) + [010) + ... + |111))
1
= F(O++2+.+17) (4.31)

=

Como o estado |11) tem amplitudes igual para qualquer valor de 0 a 7, uma medicao
provocara um colapso para qualquer dos valores com igual probabilidade. O efeito provocado
por esta porta faz dela um recurso de grande utilizacao por diversos algoritmos quantico

consagrados [25].

De forma geral, pode-se usar portas quanticas de I-qubit para transformar o estado
|0...0) de n-qubits em qualquer estado do tipo [¢1)|1)s) . .. 1),,), onde cada |1);) é uma super-
posicao arbitraria «|0) 4+ 5|1). O estado obtido por esta operagao é do tipo produto-direto
(ou separdveis). Para obtensdo de estados emaranhados, precisa-se das portas Quanticas

controladas.

4.2.4 Portas Quanticas Controladas

E possivel construir combinagoes de portas logicas quanticas com qubits de controle.
Suponha que U seja uma porta légica quantica atuando sobre um ou mais qubits, se os
qubits de controle estdo no estado |1), entdo deve ser aplicada aos qubits alvos, caso os

controles estejam no estado |0), nao ha qualquer alteragao nos qubits alvo. Chamamos de
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U-controlada a combinacao de qualquer porta U combinada a um ou mais controles. Na

Figura 1)) e |¢) s@ao controle e alvo respectivamente.

[¥) 1
o

[

Figura 4.5: Porta U-controlada

Uma das portas de multi-qubits de grande utilizagao é a porta Usnyor ou (NOT contro-
lada) é uma porta que atua sobre dois qubits (controle e alvo) estd representada na Figura
. A porta Uonor atua da seguinte maneira: estando o qubit de controle no estado |1),
entdo o qubit alvo é invertido; estando o qubit de controle no estado |0), entdo o qubit alvo

permanece inalterado.

ja)———1———1a)
) é b a)

Figura 4.6: Porta CNOT a dois qubits, onde |a) representa o qubit de controle e |b) representa

o qubit alvo.

A acdo da porta Ugyor : C?* ® C* — C? ® C? pode ser definida pelas transformagoes

operadas nos estados da base canonica da seguinte forma:

Ucnor|00) = |00)
Ucnor|01) = |01)
Uonor|10) = [11)
Ucnor|11) = [10) (4.32)

Observando os efeitos das transformacoes, pode-se concluir que o efeito da porta Usyor

no qubit alvo pode ser representada por X*|b), ou ainda por a @ b, em que @& denota a soma
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moédulo 2. A matriz associada a porta Uoyor € a seguinte:

(10 0 0]
0100
UC’NOT: (433)
000 1
0 0 1 0]

O conjunto de portas de 1-qubit mais a porta Usyor compéem um conjunto de portas
quanticas universais, ou seja, qualquer operagao unitaria pode ser representada por um

circuito quantico que é uma combinacao apenas de portas deste conjunto.

4.2.5 A porta quantica Usconor

A porta Ucyor pode ser generalizada acrescentando um ou mais qubits de controle, esta
porta é denominada operador de Toffoli (Figura. A porta Uconor (controled-controled-
NOT) atua sobre um registro quantico de trés qubits e o seu efeito é negar o estado do
terceiro qubit se e somente se o estado dos dois primeiros é 11. O operador linear de Toffoli
Ucenor: C? ® C? @ C? ¢ assim definido em relacao ao vetor da base:

|a)—o—|a)

1t
|C>{}|C ®a-b)

Figura 4.7: Porta Toffoli Quantica

Uccenor|000) = |000) Ucenor|100) = |100) (4.34)
Ucenor|001) = |001) Ucenor|101) = |101) (4.35)
Ucconor|010) = [010) Ucenor|110) = [111) (4.36)
Usonor|011) = [011) Uconor|111) = |110) (4.37)

Sua representacao em relacao a base ortonormal de C? ® C? ® C? ¢ a matriz unitdria
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multi,ubit € Mg g(C) dada por:

UC’CNOT = (438)

o O O O o o o =
o O O o o o =~ O
o O o o o = o o
o O O o = o o o
o O O = O o o o
o O = O O o o o
_ o O O o o o o
o = O O O o o o

4.2.6 Moébdulos Loégicos Basicos Reversiveis

Os portas logicas como AND, OR e XOR, entre outros, podem ser simulados a partir
da porta Toffoli. Como exemplo temos a porta OR (V). A porta Toffoli aqui é usada com
controles ativados em |0) e o qubit alvo no estado |1) A saida deste componente assume o

estado |1) quando um dos qubits de entrada estiverem em |1) conforme figura

1) 1@ a-b)

Figura 4.8: Simulacao da porta OR Quantica a partir da Porta Toffolt Quantica



Capitulo 5

Algoritmos Quanticos

A maioria das portas légicas classicas sao irreversiveis, no entanto, toda porta quéntica
é reversivel. Surge naturalmente a questao. Sao os algoritmos cléssicos quanticamente
implementaveis? Ou seja, sempre existirao operadores lineares que possam implementar

uma computacao classicamente exequivel?

Deutcesh [I1] demonstrou que para toda funcao que possa ser classicamente implemen-
tada, é possivel construir portas quanticas reversiveis. Qualquer circuito cldssico pode ser
substituido por um circuito equivalente contendo somente elementos reversiveis, fazendo uso
da porta Toffoli [29]. Podemos simular as portas cldssicas NAND e FAN-OUT utilizando
a porta classica Toffoli, estas duas portas sao suficientes para todos os outros elementos de
um circuito classico, desta forma, vimos que circuitos classicos podem ser simulados por cir-
cuitos reversiveis equivalentes. A porta Toffoli quantica pode ser usada para simular portas
logicas classicas irreversiveis, similar a porta Toffoli classica. Isso nos permite afirmar que
toda operacao realizada por um computador classico pode ser pode ser realizada por um

computador quantico.

Todavia, se simular computadores classicos fosse a tinica caracteristica dos computadores
quanticos, nao justificaria o esfor¢co empreendido para o entendimento dos efeitos quanticos.
A vantagem da computacao quantica é o uso dos efeitos quanticos, tais como paralelismo e

emaranhamento, no nimero de passos para a computacao.
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5.1 Paralelismo Quantico

O paralelismo quantico é uma caracteristica essencial de muitos algoritmos quanticos.
A melhor maneira de explicar o paralelismo quantico é visualizar o experimento da dupla
fenda [2]. Nesse experimento, um canhao de elétrons é posicionado a frente de um anteparo
com duas fendas atrds do anteparo é colocado um detector de elétrons, conforme Figura [5.1]
Caso uma fenda seja fechada, o elétron comporta-se como particula, apresentando o padrao
I(z) ou Iy(z) da Figura 5.1 Quando as duas fendas estao abertas, o elétron comporta-se

como onda, apresentando o padrao I(x) de interferéncia entre ondas, Figura

I(x) # I(z) + L(a) (5.1)

1(x) [0 LK)

o

Figura 5.1: Diagrama esquematico do experimento da dupla-fenda. Uma fonte S emite
luz, que pode passar por duas fendas O; e Osantes de atingir uma tela. O padrao [;(z) é
produzido quando apenas a fenda O; esta aberta e o padrao [;(x) apenas quando O, esta
aberta. A intensidade /(z) da luz na tela quando ambas as fendas estao abertas é diferente

da soma algébrica das intensidades I;(z) e I1(2)

Diferentemente do paralelismo classicos onde varios circuitos diferentes sao acionados
simultaneamente para calcular f(z), no paralelismo quantico, um tnico circuito é empregado
para avaliar a funcao para multiplos valores de x simultaneamente, explorando a capacidade

de um computador quantico de poder estar em superposicao de estados diferentes.
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Este procedimento pode ser facilmente generalizado para fungdes com um ntimero ar-
bitrario de bits, usando a porta Hadamard. Essa operacao consiste de n portas Hadamard

atuando simultaneamente sobre n qubits. para o estado de dois qubits temos:

10) + |1) 0) + 1)\ _ [00) +]01) 4 |10) + |11)
("7 (M) - > 52)

de forma geral o resultado da transformacao de Hadamard sobre n qubits inicializados

no estado |0) é:

2" —1

\/127 ; ) (5.3)

A transformacao de Hadamard produz uma superposicao de todos os estados da base
computacional, todas com a mesma amplitude. Note que isso é feito de forma extremamente

eficiente, com 2" estados sendo superpostos usando-se apenas n portas.

A avalizagao paralela de uma fungao de n bits, f(z), pode ser feita da seguinte maneira,
conforme Figura[5.2] Prepara-se o seguinte estado de n+1 qubits: |0)*"|0), e entdo aplica-se

a transformacao de Hadamard nos primeiros n qubits, isso produz o estado:

1
> 1)[0) (5.4)
Em seguida aplica-se o circuito que implementa Uy como mostra a Figura .

0)—{#H

=
\

U 2T )l f(@)

i
|

10)

Figura 5.2: Computando valor de f para todos os valores de .

Obtem-se entao:
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Uyla)]0) = Uf< ¢12_n§|x>|o>)
| 2l
= \/%;Uf‘xﬂm

- jz_ S (@)l () (5.5)

O circuito realizard a computagao de todos os 2" valores f(0, f(1),...,f(2" — 1) ao
mesmo tempo com uma unica aplica¢ao de Uy que implementa a funcao f. No entanto, esse
paralelismo nao pode ter seu uso de forma imediata, essa informacao encontra-se no nivel
quantico. Uma medida do estado do registrador na saida do circuito, obtém-se apenas o
valor da fun¢do num tnico ponto, nao refletindo toda a informagao contida na superposicao

dos estados.

5.2 Modbdulos Aritméticos e Logicos Reversiveis

5.2.1 Somador

Uma versao reversivel de um somador completo (full adder), pode ser construida a partir

de 4 portas légicas (Ucnyor € Uconor) quanticas conforme Figura .

A — i

|a) |

b) —— S— la+0)
0) —HD————— |c0)

Figura 5.3: Somador Completo de um bit

A expansao deste modulo pode ser realizada em série ou cascata, para adicdo entre
operadores de tamanho n. O primeiro carry-in é inicializado em 0 , e o carry-out da ultima

soma corresponde ao s, do resultado Soma = |s,s,-1 ... o) [31].

Sua representacao em relacao a base ortonormal de C? @ C? ® C? ® C? é a matriz unitéria
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A€ M16716((C) dada por:

Somador =

(5.6)

o O O O O O O O o o o o o o o =
o O O O O O O o o o o o o o —~= o
o O O O O O O o o o o o o +~= o o
o O O O O O O o o o o o =~ o o o
o O O O O O O o o = O o o o o o
o O O O O O o o = o o o o o o o
o O O O O O O o o o +H o o o o o
o O O O O O O o o o o == o o o o
o O O O O BB O O O o o o o o o o
o O O O B O O O O o o o o o o o
o O O O O O B O O o o o o o o o
o O O O O O O B0 O O o o o o o o
o O B O O O O O o o o o o o o o
o O O B O O O O O o o o o o o o
_ O O O O O O O o o o o o o o o
S R O O O O O O o o o o o o o o

A aplicac¢do do somador reversivel a dois qubits iniciados em |0) e colocados em estados

de superposicao através da porta Hadamard produz:

o) ——F===p i
| |
10) _@ | |
| |
0) —{ H}4—b—+—b
| |
|0) O——O—

Figura 5.4: Aplicacao do Somador Completo com qubits em estado de superposicao

[Yo) = |0)®]0)®[0) @ |0)
i) = |O>®H|O>®H|0)®!O>:%(|0000)+|0010)+|0100>+|0110>)

) = %(|oooo> 410010 + [0110) + [0101))
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5.2.2 Subtrator

Para a criacao do subtrator reversivel, basta executar o somador de modo reverso.

i) —Lg—o— -
| |
@) — |
b) —D—e—D—— [b—a)
0) ——&B——D o)

Figura 5.5: Subtrator Completo

Também ¢é possivel a expansao em série com subtratores reversiveis para palavras
de tamanho n. O dltimo borrow representa s,. O bit mais significativo do resultado
Subtracao = |$,Sp—1...50) , € seu estado em |1) indica resultado negativo da operagao.

Neste caso, a saida da subtragao equivale a 2"~! — (A — B) [31].

Sua representacao em relacao a base ortonormal de C? ® C? ® C? ® C? é a matriz unitdria

A€ M16716((C) dada por:

Somador =

S O O O O O O O o o o o o o o =
o O O O O O O O o o o o o o +—~= o
o O O O O O O o o o o o o —~= o o
o O O O O O O o o o o o =~ o o o
o O O O O O O O = O O o o o o o
o O O O O O O o o+ O o o o o o
oS O O O O o o o o o o = o o o o
o O O O O O O O o o+ o o o o o
o O O O = O O O O o o o o o o o
o O O O O B O O O o o o o o o o
o O O O O O O H O O o o o o o o
o O O O O O B O O O o o o o o o
o O B O O O O O o o o o o o o o
o O O B O O O O O o o o o o o o
_ O O O O O O O o o o o o o o o
S R O O O O O O o o o o o o o o
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5.2.3 Multiplicador

O multiplicador reversivel pode ser construido a partir de somadores controlados. Estes
realizam a soma se o estado do controle for |1), ou retornam o segundo operando caso o

estado do controle for |0) [31].

bo A4 bo

b1 \ 4 bl

b2 \ 4 bz

bnfl I bnfl

0— 0— 0— 0

5] ¥ " YT 5T R

> > > >
8L ntl ; nt? ; AN 42%7 iqva.b

Figura 5.6: Circuito Multiplicador executando a.b, onde b = |b,_1 ...by). Algumas linhas de

entrada sdo agrupadas em uma tnica linha de saida [19].

A primeira soma controlada inicia-se com os estados |2°.a) e |0). Se |b1), a operagao é
realizada, e o resultado [2°.a), equivalente a a multiplicado por by, serd o segundo operando
do préximo somador. Quando b; = |0), a multiplicagdo prossegue com o resultado anterior
ao somador controlado por b;, uma vez que o segundo operando é simplesmente repassado

quando o controle nao é ativado [27].

A aplicacao da superposicao a uma das entradas de um multiplicador reversivel produz
os miltiplos da entrada nao superposta inicialmente, isto é, dado |A),, o registro superposto
e |B)m o registro nao superposto, O registro quantico resultante da multiplicacdo contém

todos os multiplos de |B),, na forma |A.B), .

5.2.4 Comparador

O comparador reversivel proposto em [27] é um sistema combinacional que indica a

relacao entre magnitudes das palavras de entrada. Este comparador analisa se A > B e
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acrescenta uma porta para indicar se A # B. O comparador utiliza o modulo subtrator

e uma porta Toffoli conforme figura [5.7

|0)— —
|ap)— —
bo)— T
|0)— —
|a1)— —
b)—
|0)— —

ar)— I
0 R O O
0)— A> DB
1) A£B

Figura 5.7: Circuito Comparador reversivel. Se todas as subtragoes correspondentes resul-

tarem no estado |0), as duas palavras nao sao diferentes [27].

5.3 O Algoritmo de Grover

Em computacao, problemas de busca se resumem em como encontrar um elemento em
um conjunto de dados. Se os dados estao estruturados, é possivel explorar essa estrutura
afim de construir algoritmos eficientes para encontrar o elemento. Em um conjunto de
dados nao-estruturados, nao se conhece nada a respeito de como os elementos do conjunto
estao organizados. O algoritimo de Grover [14], foi desenvolvido inicialmente para a busca
em um conjunto nao-estruturado (lista ndo ordenada), mas seu uso mais eficiente nao sera
desta forma [29]. A aplicacao do algoritmo de Grover proporciona uma melhora quadratica
no desempenho em comparagao ao algoritmo classico de busca, diferentemente de outros
algoritmos quanticos, que proporcionam melhoras exponenciais em relacao a seus similares

classicos. A complexidade do algoritmo de Grover é O(y/n).

O algoritmo de Grover pode ser utilizado para resolver problemas NP-completos com
procuras exaustivas por todo o espago de solugoes. Isto resulta em um ganho de desempenho
consideravel em relacao aos algoritmos classicos, mas nao alcanca tempo polinomial para

problemas NP-completos.
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5.3.1 Problema de Busca

De acordo com a defini¢ao da Magquina de Turing [39], de forma geral, um procedimento
computacional pode ser visto como um conjunto de operacoes aplicadas sobre uma sequéncia
de bits retornando outra sequéncia de bits. este procedimento pode ser descrito por uma
fungao booleana f : {0,1}" — {0,1}"™, cuja entrada é um estado = = (xx_1,...,x9) € {0,1}"
e cuja saida é um estado y = (f_1(2),..., fo(z)) € {0,1}™ sendo que f possui um custo
associado ao numero de operacoes necessarias para retomar o resultado para cada entrada

possivel.

Um problema de grande importancia ¢, dada uma funcao f e um valor k, encontrar uma
possivel entrada x tal que f(z) = k. Caso a func@o seja bijetora, basta avaliar a fungao
inversa f~!(k). Porem de forma geral hd varias solucoes possiveis sendo valida a escolha
de qualquer uma delas. O problema resume-se a procurar as solu¢oes no conjunto imagem
da funcao. Caso nao haja informacao alguma sobre a estrutura ou propriedade interna da
funcao como, por exemplo, distribuicao das solugoes, o caminho que pode-se seguir é analisar
todo o dominio da funcao comparando os resultados. Esta metodologia é conhecida como

ataque de forca bruta ou busca exaustiva.

Suponha que o dominio da fun¢dof possui tamanho N. Ao avaliarmos f(z), a tnica
maneira de encontramos um valor z tal que f(z) = k é fazer uma busca linear. Se tentarmos
encontrar o valor x no dominio que contém N elementos examinando apenas K elementos,
temos a probabilidade %Q de encontrar o valor de x, onde ) é a probabilidade do elemento
x estar presente no conjunto. Temos entao que examinar N elementos afim de encontramos

o elemento procurado com uma probabilidade Q).

Num conjunto de dados nao estruturados, no melhor caso temos que analisar a fungao

N+1

uma tnica ves. No pior caso teremos que fazer IV avaliagoes e em média =5~ avaliagoes.

5.4 Descricao do Algoritmo

Em seu artigo, Grover [14] aborda a busca para encontrar um elemento especifico den-
tro de uma lista nao-ordenada sendo necessarios O (\/ N ) aplicagoes do operador G. Em

aplicagoes praticas, depara-se diversas vezes com problemas onde mais de um elemento da
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lista satisfaz o critério utilizado na busca. quando o niimero de solugoes que satisfaz o critério

é maior que um, podemos usar a generalizacao descrita por Goong Chen e Shuunhua Sum

3.

Suponha que se tenha um problema de busca definido por uma funcao

f:{0,1}" — {0, 1}, (5.8)

definida por

. 1,se 1 = 19,
fi) = (5.9)
0,se i # ig,

que sera utilizada para identificacao do elemento procurado.

Suponha que h& M elemento na lista onde ¢ € {0,1,..., N — 1} tal que f(ig) = 1, mas
f(i) = 0 para todos os outros valores. A idéia bésica é criar um estado de superposi¢ao na

entrada e gira-lo em dire¢ao a |x) usando o Operador de Grover G.

O Algoritmo de Grover utiliza dois registradores quanticos. o primeiro registrador com-

posto de n— qubits iniciados no estado |0...0), e o segundo com um qubit iniciado no estado
1).

Ao primeiro registrador inicializado como |0)®", a este é aplicado o operador H®" m
afim de gerar a superposicao dos estados. Este registrador esta relacionado aos elementos

da lista onde serd feita a busca.

A superposigao serd chamada por [1), ou seja,

F

) = H®"|0)*" = @) (5.10)

5-
g

O segundo registrador sera inicializado no estado |1) a este, também sera aplicado o

operador H. Este registrador tera papel fundamental na marcagao do elemento procurado.
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O estado do segundo registrador serd denotado por |—).
1
=) = H|1) = —=(0) = |1)) (5.11)

5.5 Operadores do Algoritmo

5.5.1 Rotacao de Fase

O operador linear que representa a fungao f, em [5.9] utilizada para a identificagdo do
elemento procurado, pode ser visto como um operador linear Uy que transforma |i) em | f (7)),

onde [i) é o estado de n-qubits do primeiro registrador.

[8Y[0) <L 1) £(3)) (5.12)

aqui, o primeiro e o ultimo registrador tem na entrada e na saida, n-qubits e um qubit

respectivamente. Aplicado ; temos,

1)|1),se 1 = 19,
Ur(]2)10)) = Iy (5.13)

[i)|0), se @ # io.

1)|0), se © = 1,
Ur(li)[1)) = 1 (5.14)

[i)|1), se i # io.

O operador altera o estado do segundo registrador quando o primeiro registrador repre-
senta o elemento procurado. O operador Uy é definido como um ordculo quantico, uma caixa
preta que tem a capacidade de reconhecer as solugoes do problema de busca por meio de um

qubit-ordculo.
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A aplicacao de Uy em e serd representada como,

Ur(12)15)) = lid]5 @ £(2)), (5.15)

onde |i) é o estado de n-qubits do primeiro registrador, |j) é o estado de um qubit do

segundo registrador (qubit-ordculo), este é um qubit que serd invertido se f(i) = 1, nada

. , , n+1 n+1
acontecendo caso contrario, ¢ ¢ a soma moédulo 2 e Uy € C@ 2,

Quando o tamanho da lista nao for uma poténcia de 2, a superposicao de todas as entradas

possiveis de f pode ser feita utilizando a Transformada de Fourier Quantica conforme [22].

Apoés a superposicao dos estados, o passo seguinte do Algoritmo de Grover é a aplicagao

do operador Uy sobre o estado [¢)|—) conforme Figura .2

Uy ()1-)) = Uy ((%N > |z'>> |—>> (5,10

Utilizando as propriedades do produto tensorial e da linearidade do operador Uy,

=z

-1

Ur(l9) =) = Ur(l2)1=)) (5.17)

==

<.
i
o

Substituindo [5.11] em e novamente da linearidade do operador Uy,

P

Up(l)=)) = Ur(19210)) = Uy(|9)]1))) (5.18)

-
R

.

Aplicando a definicao de Uy de em [5.18]

i

i

o
§||}_l
N}

Ur(l9)|=)) = (19(f@) =1 f(@))) (5.19)

3
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De f em[5.9 temos,

1)(|1) — [0)), se 1 = 1,
1) ([f(@) — 1@ f(i))) = =100 (5.20)
9)(10) —[1)),se i # io.

Substituindo [5.19| em e novamente aplicando a defini¢ao de |—) de [5.11] temos:

Z‘H

Ur([¥)]=)) :( Z )H (5.21)

Apés a aplicagao do operador Uy sobre o estado [¢), a fungao f foi avaliada em todos os
elementos da lista com uma tnica aplicacao do operador. O estado do segundo registrador
nao foi alterado, mas este foi essencial na identificacao do elemento procurado. O estado do
primeiro registrador permanece sendo uma superposicao de todos os estados associados aos

elementos da lista.

O estado do primeiro registrador serd denotado por |¢1), isto é,

N-1

) = > (=17 (5.22)

=0

No entanto, a fase dos elementos procurados foram alterados de \/LN para _\/LN' Os es-
tados associados foram identificados, mas essas informagoes estao disponiveis apenas quan-
ticamente. Uma tentativa de medir o primeiro registrador poderd nao resultar em sucesso,

pois a probabilidade de se obter o elemento procurado é

1
- (5.23)

O operador que produz a rotacao de fase é representada por uma matriz diagonal unitaria,

com Ay =0se k #1e Ay = €%, onde ¢, é um niimero real qualquer e i = /—1. Abaixo
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segue um exemplo para um sistema onde n = 4.

[¢iov 0 0 0
0 €% 0 0
R= | (5.24)
0 0 €% 0

0 0 0 %

Da formula de Fuler,

e = cosz+isinx (5.25)

—ix

e = cosx —isinz (5.26)

as entradas diagonais de sdo equivalentes a cos ¢y + i sin ¢y,.

O Algoritmo de Grover se utiliza de uma rotacao seletiva de fase, ou seja, é necesséario
uma matriz que rotacione em 7 radianos apenas a fase do estado marcado. Esta matriz sera
uma matriz diagonal de com 1’s ao longo da diagonal com excecao dos k-ésimos elementos

da diagonal relacionados aos elementos procurados, estes terao o valor —1.

Uma interpretacao geométrica do efeito da aplicacao do operador Uy sobre o primeiro
registrador. Uy aplicado sobre um vetor unitdrio qualquer gerado pelos elementos da base
computacional {|0),|1),...,|N — 1)} resulta numa reflexdo desse vetor em relacao ao su-
bespago ortogonal a |ig), gerado por todos os outros elementos da base computacional [32].
Essa visualizacao pode ser feita considerando essa reflexao como uma reflexao em relagao a
projegao de |v) sobre o subespago ortonormal |ip). Seja |u) o vetor unitario na diregao dessa

projecao conforme Figura [5.8, temos:

1 N—-1 ‘
|u) = \/ﬁi:g;io |2) (5.27)
TR (5.28)
RSV ! :
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e |¢) pode ser escrito como:

) =X+ My (529)

O produto interno dos estados envolvidos no Algoritmo de Grover sempre serda um nimero

real devido as amplitudes dos estados serem niumeros reais, permitindo a comparacao entre
angulos de quaisquer dois pares de estados. O angulo formado entre [¢)) e |ig) e entre |u) e

lig) sdo respectivamente:

‘ 1 M . M

(Vlig) = TN 2 (Ylig) = ﬁ(loﬁo) =N (5.30)
. 1 —

(io) = =gz > {lin) =0 531

Figura 5.8: Interpretagao geométrica da agao de Uy sobre o estado |¢).

5.5.2 Inversao Sobre a Média

O operador que produz a inversao sobre a média no vetor de estados atua aumentando

ou diminuindo a amplitude de um estado.
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O angulo entre |u) e |ig) é Srad e entre [)) e |ig) ¢ menor do que Jrad (quanto maior N,

mais proximo de Jrad).

O aumento da amplitude é conseguida refletindo o vetor |1);) em relagdo ao vetor |},

aumentando a amplitude do elemento procurado em relacao a amplitude do estado |¢))

conforme Figura [5.9

A reflexao de [11) sobre |¢) é dada por:

2(lon) ) = lhr)

2n)l) — 1 = Q) (W1)lr)
= @)Wl =Dy

Ou seja, o operador procurado é

209yl =1

Onde I é o operador identidade.

Segue que o estado |¢1) |5.21], pode ser reescrito como

2M
[91) = [¥) = ﬁw

onde [1) é escrito como e ig é o elemento procurado.

Aplicando o operador sobre o estado [¢)1) e usando [5.35] temos:

QU] - D) = @)l - 1) (|¢1>=|¢>—%|¢0>)
%
N

<w|z'o>) ) — 1)+ 22 iy

W)l - ( y

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)
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li0)

Figura 5.9: Reflexao de [¢;) em relacgao a |¢).

Substituindo em temos:

N—4M2W>+2M|Z_
N VN

)] = D) = ) (5.37)

Que ¢é o estado resultante dos operadores Uy e 2|¢))(¢)| — I. A composigao destes dois

operadores é chamada de operador de Grover G e o estado resultante é descrito como |¢¢)

Na base |a),|5), a iteragdo de Grover pode ser escrita como

cosf sind
G = (5.38)
sinf cos6

A amplitude dos estados |ig)’s logo apds a primeira aplicagdo pode ser de ,

(5.39)

SEOE R
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O operador de inversao de fase [5.34] é representada pela matriz N x N:

2w
2w
© 2 2w

(5.40)

o

I
ces Zlm
=

2
N

Apés repetidas aplicagoes do operador G o vetor de estado se aproxima de |ig), ponto no
qual uma observagao na base computacional retorna uma solugao para o problema da busca
com alta probabilidade. O custo do algoritmo de Grover estd no nimero de vezes que o

operador G deve ser aplicado para que o angulo entre |ig e G*|1)) seja o mais préximo de 0.

arccos((¢)ig)) — k6 =0 (5.41)

Onde 6 ¢é o angulo de rotacao produzido pelo operador G.

O angulo 6 formado entre os vetores |ig e G|¢) pode ser calculado a partir de el5.37,

cos = (i)
= N + —(wlio)
N —4 M
- N (w)
_ N — 4]\]/\[[2 +2M (5.42)
0 = arccos (N — 4]\]{; i 2M) (5.43)

Substituindo [5.30l e [5.43] em [5.41] temos:

M N —4M? +2M
arccos (—) — k arccos < i ) =0 (5.44)
vN N



5. Algoritmos Quanticos 52

arccos <M )

VN
k= 5.45
arccos (W) (5.45)
k ¢ o nimero de aplicagoes do operador G conforme Figura [5.10, Onde,
) k s
BN T (240

Figura 5.10: Aplicacoes sucessivas do operador G.

Para uma lista de tamanho N e M itens satisfazendo o critério de busca, sao necessarias
O (N/N \M ) aplicagoes de G. Onde M ¢é o nimero de elementos que satisfazem a fungao
5.9

5.5.3 Passos do Algoritmo de Grover

O procedimento geral do algoritmo de Grover pode ser visto na Figura[5.11]e esta descrito

no Algoritmo [I] abaixo:
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oL %) - ) [2) —o ) - )
| I |
= = L=
|0>4H N N ‘ N
1) — H — f — y
=) =) ) =)
G G G

Figura 5.11: Aplicacao do Algoritmo de Grove

1. E preparado o estado inicial;

2. E Aplicado o operador de Hadamard para criagao dos estados superpostos;

3. Loop para aplicacao dos operadores de rotacao de fase e inversao sobre a média;

4. Aplicagao da rotagao de fase (Orédculo);
5. Inversao sobre a média;
6. Fim do loop;

7. Leitura do estado do primeiro registrador.

Algorithm 1 Algoritmo de Grover

|tb0) <= 0)n|1)1
Y1 = HO"0), H|[1)1
para j < 1 até L%\/N} faca
|¢h25) = Uglthzj-1))
[V2jan)) < V11| — I)[aba;)
fim para

Observe o estado do primeiro registrador
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5.5.4 Exemplo N =14

O numero de qubits necessarios para para uma lista de 4 elementos é 2 qubits. O numero

de aplicagoes pode ser calculado a partir de [5.45

1
P arccos (71)

4
k B arccos (ﬁ)
(3)
ko~ 1,33

Arredondando o valor de k para o inteiro mais préximo, sera aplicado o operador de

Grover apenas uma vez.

Antes da aplicacao de G, é criada a superposigao |¢) formada por todos os elementos da

base.

) = HI|0)® H|0)

— (%qo) + |1>)> ® (%um + |1>>>

_ %(|oo> +101) + [10) + [11))

Em notacao decimal temos:

vy = 500) +10) +12)+13)

O estado [1)) é descrito pelo vetor
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NI NI N~ N

supondo que o elemento procurado seja |ig) = |11) = |3), é aplicado o operador Uy sobre

o estado [¢)|—). O elemento procurado é o unico que tem sua amplitude alterada.

wl-) = Un(l)l-))
= (0 + 1)+ [2)— 13)

A matriz de inversao de fase sera,

100 0]
o100
oot 0

000 1

O passo seguinte ¢ a aplicagao do operador 2|1) ()| — I sobre o estado |1, produzindo o

estado |1¢):

Ye) = @)l - Divy)
3
= Sp) - o)
— 13)

A matriz que representa a aplicagdo do operador 2|1) ()| — I §é,
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_1 1 1 1
2 2 2 2
1 _1 1 1
_ 2 2 2 2
1 1 _1 1
2 2 2 2
1 1 1 _1
) 2 2 2]

A aplicacao do operador de Grover dara com 100% de probabilidade o elemento procu-

rado.

As operacoes matriciais para a aplicacdo do operador de Grover para o exemplo segue

abailxo:

3 1 3 4] [roo o] [4 0]
bbb oo o] i3l o
: : -3 1 001 0 : 0
5 3 3 —3) (000 —1] |3] 1]

5.5.5 Numero Desconhecido de Solucoes

Até o momento, as situacgoes descritas, decorrem do conhecimento do nimero de solugoes,
um caso muito mais interessante ocorre quando o nimero de solugoes nao é conhecida de
antemao. Se decidirmos fazer uma iteracao 7T/4\/N vezes, o que daria quase certeza de
encontrar uma solucao, se houvesse apenas uma, a probabilidade diminuiria caso o nimero
de solugoes fosse maior que um e mantivéssemos o mesmo numero de iteragoes. Por exemplo,
h4 uma unica solucao entre 220 possibilidades, serdao necessarias 804 iteracoes. O mesmo
numero de iteracoes iria produzir uma solu¢ao com uma probabilidade inferior a um em um
milh&o caso haja quatro solugoes. A fim de encontrar uma solucao de forma eficiente quando
o seu numero é desconhecido, precisamos dos seguintes lemas, o primeiro dos quais é provado

por algebra simples.
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5.5.6 BBHT

O BBHT foi um algoritmo proposto para aplicacao quando nao se conhece o nimero de

solugoes.

Lema 5.1. [6] Para quaisquer nimeros reais o e 3, e qualquer inteiro positivo m,

m—1 :
—1
$ coma ) - S e+ (1 =)0 o
: sin 3
7=0
En particular, quando o = 3,
iy sin(2ma)
25+ D) — A4

Lema 5.2. [6] Sejat o nimero desconhecido de solugdes e seja 0 tal que sin® @ = t/N. Seja
m um inteiro positivo arbitrdrio. Seja j um nimero escolhido randomicamente de acordo com
uma distribuicao uniforme entre 0 e m—1. Se for observado o registro apos a aplicagcdo de j
interagoes do Algoritmo de Grover a partir do estado inicial [) =, 1V'N, a probabilidade

de se obter a solucao é exatamente

1 sin(4m@)
Po=-———= 4
2 4msin(20) (549)

Em particular P, > 1/4 quando m > 1/sin(26).

O algoritmo BBHT [6], foi proposto para encontrar uma solu¢ao quando o ntimero t de

solugdes é desconhecida. Por simplicidade, assume-se inicialmente que 1 < ¢ < 3N/4.
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Algorithm 2 Algoritmo BBHT
Inicializar m =1 e A = 6/5 (A pode ser qualquer valor entre 1 e 4/3).

Escolher j uniformemente ao acaso entre os inteiros nao negativos menores que m.

Aplica-se j interagoes do algoritmo de Grover a partir do estado inicial |¢) = )", \/LN

Observe o registro: obtendo ¢ como resultado.

Se T'[i] = x, o problema esta resolvido. Fim.

Caso contrario, defina m como mim(Am,+/ N) e volte para o passo 2.

O algoritmo BBHT, encontra uma solugao em tempo esperado de O(y/N/t).

5.5.7 Contagem Quantica

E possivel estimar o niimero de solucoes em um problema de busca por meio da com-
binacao da iteracao de Grover com a técnica de estimativa de fase baseada na Transformada
de Fourier Quantica. O conhecimento da estimativa do niimero de solucoes, permite também

encontrar uma solugao, mesmo que sendo o numero total desconhecido [29].

Sejam |a) e |b) dois autovalores da iteracdo de Grover, no espago definido por |a) e
|B). Seja 0 o angulo de rotacao determinado pela iteracao de Grover. de , os autovalores
correspondentes sio € e €279 Afim de simplificar, tomemos o espaco de busca expandido
para 2N acrescentando um qubit |0) ao espago de busca N, assegurando que sin?(6/2) =

M/2N.

A contagem quantica estima 6 com precisao de m bits e probabilidade de sucesso de pelo
menos 1 — e. A Figura representa o circuito da contagem quantica, onde o primeiro
registrador contém t = m+[log(2+1/2¢)] qubits, e o segundo registrador contém n+1 qubits
referentes ao niimero de qubits necessario ao Algoritimo de Grover no espaco aumentado. A
Transformada de Fourier retornard uma estimativa de fase de 6 ou 2w — 6 (a estimativa de

ambos sao equivalentes), com precisdao |Af| < 27 com probabilidade de pelo menos 1 — e.

A partir da equagao sin?(0/2) = M/2N e a estimativa de fase de 6, obtém-se uma

estimativa do nimero de solugoes, M.
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Registro 1€ [0)—  H®t ® : FT'
t qubits

0 .
Registro 2< H&n+l1 G2° eCh o2

n + 1 qubits

Figura 5.12: Contagem Quantica: Circuito

OM | L, (0+AGY 2 0
v = |5 5 S 5
0+ A0 7 0+ A0 7
. .9 2 (Y . o v
= sin < 5 )—l—sm (2> sm( 5 ) sin <2>’ (5.50)

De [sin(0 + A0)/2 —sin(0/2)| < |A0]/2 e de |sin(0 + AB)/2| < sin(6/2) + |Af] /2, temos,

sM NI

N

|AM| < (\/ZMN + 2m+1) 27" (5.52)
A dificuldade em encontrar uma solucao para problema de busca quando o nimero de

solugoes é desconhecido, recai em saber o niimero de vezes que a iteragao de Grover deve ser

repetida, usando o algoritmo de estimativa de fase para estimar 6 e M com alta precisao, a

dificuldade é removida. O erro angular nesse caso serd no maximo iqual a 7/4(1 + |A8]/0),



5. Algoritmos Quanticos 60

de forma que se escolhermos m = [n/2] + 1, o erro angular serd no méaximo 7/4 x 3/2 =
3m/8, o que corresponde a uma probabilidade de sucesso de pelo menos cos?(37/8) = 1/2 —
1/2v/2 ~ 0, 15 para o algoritmo de busca. Se a probabilidade de se estimar § com a precisao
acima for 5/6, a probabilidade total de se obter uma solugdo para o problema da busca é
5/6 x cos?(3m/8) ~ 0,12, uma probabilidade que pode rapidamente se aproximar de 1 com

algumas repeti¢oes apenas da rotina combinada “contagem-busca”[29].



Capitulo 6

Aplicacao do Operador de Grover no

Treinamento do Perceptron

Seja w; os pesos sinapticos conforme [2.1], e considere encontrar um conjunto de w;’s que
gere uma saida desejada do perceptron, numa lista de w;’s. Classicamente teriamos promover

uma busca no conjunto de w;’s até encontrar um que satisfaz a saida desejada.

A busca serd feita a partir de uma modificagao no operador Uy do Algoritmo de Grover

como descrita na préxima secao.

6.1 Representacao Matematica do Problema

Para representar matematicamente o problema, suponha que a busca sera realizada sobre
uma lista {0,1,..., N — 1} onde N = 2" para algum ndmero natural n e que os w;’s e o
bias serao representados por sequéncias de m qubits, onde m define a precisao dos pesos
sinapticos e do bias do perceptron. Desta forma n é um muiltiplo de m definido pelo niimero

de sinapses mais o bias e a funcao g é dada por:

o(w. B, d) = 1 IntegerPart[Pi|/(4ArcSin[1/Sqrt[2"q]])]sef(w, E;) = d;

0 se f(w7 E’L) 7é dz
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A partir desta fungao, ¢ definido um operador unitario Uy, tal que,

Uy : lw)|E3)|di)|—) — (_1)9(w,Ei,di)

w)|Eild;)| =) (6.2)

Ao qual denominaremos como Ordculo de Grover, Onde,
|d;) é a i-ésima saida desejada;
|E;) é o i-ésimo Padroes de treinamento;

|w) é o conjunto de pesos (sinapses).

bigs

[ (10— T‘Q
|

L|0>4 H

n=j+1(

(10— 1

\ \|0>4H
[)— H [——

=)

Figura 6.1: Aplicacao do operador Hadamard aos pesos w;’s e bias onde j é o nimero de

sinapses e m define a precisao dos pesos sinapticos e bias

O objetivo do oraculo ¢ identificar os conjuntos de w;’s que definem os coeficientes das

retas que separam as classes como mostrado na Figura [6.2]

A construcao do operador Uy pode ser feita a partir do operador Uy conforme a Figural[6.3|
A cada linha do operador Uy, esta atrelado um conjunto de qubits. A linha superior, refere-se

ao primeiro registrador, formado por n qubits subdivididos em pesos sindpticos e bias. Este
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¢ ..Classe2
(]
® °
* (]
* R
k
* *ox
Classe 1

Figura 6.2: Separacao das Classes 1 e 2.

registrador armazena os valores de entradas. A segunda linha é o conjunto de qubits que
armazena os padroes de treinamento e as saidas desejadas e a terceira linha é formada por
um unico qubit auxiliar, é o qubit-ordculo. Se a entrada for um estado projetado, a porta Z
controlada pelo segundo registrador inverte a amplitude do estado, caso o valor do segundo
registrador seja igual a |0) na saida inferior do operador Uy. E usada uma porta Toffoli

generalizada para criar a porta Z controlada com o qubit alvo no estado |—).

Uy Uy

JIELIR

Figura 6.3: Esquema do circuito U, a partir de Uy.

Os registradores serao organizados de forma que o primeiro registrador esta relacionado
aos elementos da lista onde sera feita a busca e esta subdividido em j 4+ 1 agrupamentos de
tamanho m, onde m ¢ a precisao desejada, j o nimero de sinapses e o “+ 1" referisse ao bias,

Figura [6.1

Os qubits cujos valores de saida sao iguais aos valores de entrada serao omitidos para um

melhor entendimento.
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Seja i a funcao de ativagao do perceptron como dado em [2.2] e [2.3]

Y = @ (Z TiWy; + bk) (6.3)

Para implementar o operador que calcula y; para varias entradas em superposicao, serao
usadas apenas operadores reversiveis. O operador pode ser implementado utilizando algorit-
mos aritméticos descritos por Kowada em [31]. Um possivel operador que calcula Uy pode
ser implementado utilizando os operadores somador Figura [5.3, multiplicador Figura [5.6),
comparador Figura , OR Figura e Z 4.22| Para gerar Y . . z;wy; + by, sdo usados os
operadores somador e multiplicador e a funcao de limiar serd verificada a partir do operador
comparador , comparando o resultado de > x;wy; + by e o estado |0). Serd aplicada
entao uma porta OR tendo como entradas, a saida do comparador e a saida desejada |d;) do
padrao de treinamento que, caso sejam iguais, o conjunto de w;’s terd sua fase invertida a

partir da aplicacao da porta Z que é controlada pela saida da porta OR, nada acontecendo

caso contrario.

A Figura [6.4] ilustra o esquema de portas que produz a inversao de fase utilizando os

padroes de treinamento |F;) e a saida desejada |d;).

O circuito da Figura apresenta a aplicacao do oraculo U, a apenas um padrao de
treinamento. E necessério expandir o circuito de forma que todo o conjunto de dados de
treinamento da rede seja utilizado. Para isso, usaremos a seguinte abordagem. Serao apre-
sentados todos os padroes de treinamento e saidas desejadas na identificacao, pelo oraculo,
dos elementos da lista que satisfazem a equacao [6.3] afim de aumentar a amplitude destes

estados pelo operador de Grover.

6.1.1 Utilizacao de todos os Padroes de Treinamento na definicao

do Oraculo

O operador U, conforme esquematizado na Figura foi aplicado a um tnico padrao
de treinamento, isto implica em um nimero grande de solugoes das retas que satisfazem a

equacao conforme Figura . Afim de evitar que M seja maior do que N/2, serd feita

uma modificacao no operador na equagao de U, para que esta receba todos os padroes
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Operador Uy

|b> 2m

|0> 2m

B
n

|w1)

| MULT |

SOM A

| MULT |

2m + log%

[COMP]

1)

Figura 6.4: Circuito que implementa o oraculo Uy a partir dos médulos somador, multipli-

cador, comparador, OR e Z.

de treinamento e suas respectivas saidas desejadas.

Para que o ordculo comporte-se da forma apresentada na Figura[6.2 o operador U, deve

receber todos os padroes de treinamento e saidas desejadas. Segue entao que:

Uy : [W)|Er) .. | E)ldr) ... |dj)| =) = (=)ot BrmBodindidjw) [ By) | EBj)ldi) .. d;)|-)

(6.4)

Este oraculo, pode ser visto como a aplica¢ao do operador Uy em cascata e uma porta Z

controlada criada a partir de uma porta Toffoli generalizada [6.6] Identificados os elementos

e invertidas suas fases, segue a aplicagao da inversao sobre a média 2|v) ()| — I. A aplicacao

do oréculo seguida da inversao sobre a média é definida como operador de Grover G.
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s

Figura 6.5: Aplicacao do oraculo a um tnico padrao de treinamento.

~—

(A
—

& & &

m@ @

=)

Figura 6.6: Circuito do ordculo construido a partir da equacgao 6.4}

Até o momento definimos o operador GG que identifica e produz a inversao sobre a média,
mas nao definimos quantas vezes aplicaremos o operador. Note que o niimero de aplicacoes

do operador de Grover depende de M, mas nao da identificacao das solucoes, de forma
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que basta conhecer M para aplicarmos a equagao [5.45| e consequentemente o algoritmo
quantico de busca. Para definir o nimero de aplicacoes do operador de Grover, utilizaremos

o algoritmo de contagem quantica descutido na segao 5.5.6.



Capitulo 7

Simulacoes do Algoritmo de Grover

Por que simular computadores quanticos em méquinas convencionais? De forma geral,
vale a pena simular um sistema quando a simulacao é imensamente menos custosa e ainda
assim permite estudarmos os aspectos de interesse do sistema real. Simular o comportamento
dos computadores quanticos permitird entender as dificuldades a serem enfrentadas no de-
senvolvimento de novos algoritmos destinados a computadores quanticos. E interessante
observar que antes do primeiro computador quantico ser construido, teremos diversos algo-
ritmos especificos para computadores quanticos rodando em simulacao. Além disso, através
de simulacoes, teremos uma ideia muito aproximada do que poderemos esperar ao construir

computadores quanticos.

Um computador classico tem a capacidade de simular um computador quantico, aparente-
mente nao ha nenhum problema computavel que nao seja possivel resolver num computador
classico, desde que recursos infinitos, tais como memoria ou tempo de processamento fossem
possivel como teorizado por Turing [39]. No entanto, nao dispomos de recursos infinitos,
afim de resolver problemas que demandam estes recursos tais como o problema da fatoracao
de grandes nimeros que podem necessitar de milhoes de anos de processamento, mesmo em

super computadores.

A computacao quantica torna exequivel muitos destes problemas, mas criar um algoritmo
quantico que seja mais eficiente que o algoritmo classico correspondente nao é uma tarefa
trivial. Apesar de ser possivel tirar partido dos fendmenos quanticos, para computar 2"
estados em simultaneo, a extracao da informagao é limitada a n bits de informacao devido

ao problema da medigao colapsar o estado do sistema. Desta forma, é necessario criar um
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algoritmo que execute a computacao tirando partido dos fendmenos quantico e ao final, o

estado do sistema permita extrair a informacao procurada a partir da medigao.

Existem diversos pacotes e aplicativos para simulacao de computadores quanticos tais
como QCL ( Quantum Computer Language)[30], Quantum (Mathematica) [13], QuTip
(Python) [28], entre outros.

7.1 Simulando o Algoritmo de Grover

Os testes iniciais da simulacao do Algoritmo de Grover, utilizou-se o modulo Quan-
tum [13] desenvolvido pela Universidade Tecnoldgico de Monterrey (México). A ferramenta
mostrou-se bastante simples, o que permitiu uma rapido aprendizado de suas ferramentas e
comandos. Em seus exemplos, encontra-se o Quantum Clircuit Implementing Grover’s Se-
arch Algorithm. Esta permitiu entender os processos algébricos atrelados ao algoritmos como

também visualizar o circuito l6gico quantico no algoritmo de busca de Grover.

Aqui, mostraremos o exemplo da simulagao para 4 qubits, o que da um espaco de busca

de N = 2% e a busca serd feita ao elemento |2) (Figura [7.3).

In{i}= Needs["(uantum Computing”"] }q‘ 3

Inj21= SetComputingAliases[]:; ~‘

n[18}= ng = 4. ]

1 ™a
¥ 1

EY I

Inf20p= | s[0]3 = | 8);

[19= | 8) =

211= ufs] =2 | sy-(sl-1 E}]

Infz2p= ufw] t=1-2 | W (7 log
Inf23):= w=2;
Ed 7
Inj24}= steps = Inmger?art[il] |
P Arcﬁm[1/ V7= ] ‘
Outjz4j= 3

5= Do[ | s[x]) = Expand[u[s] -u[w] - | s[k-1]}],
{k, 1, steps}];
TraditionalForm[ | s[steps]>]

100% ~

Figura 7.1: Implementagao do Algoritimo de Grover no Software Mathematica

7.1.1 Passos da Implementacao

1. Definicao do numero de qubits do espaco de busca: ng = 4;
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2. Criacao dos estados superpostos: |s);

3. Atribuicdo ao estado |s[0]) o estado |s);

4. Criagao da matriz de inversao sobre a média: u[s] = 2|s) - (| — 1;
5. Criacao da matriz de inversao de fase: ufw_|: =1 — 2|w),q - (W|ng;
6. Definicao do elemento a ser procurado: w = 2;

7. Calculo do mnumero de aplicacoes do operador de Grover: step =

Integerpart[m];

8. Loop de aplicacdo do operador de Grover: Dol[|s[k]) = Expandfu[s] - u[w] - |s[k —
D] {k. 1, steps}]

A utilizacao do Mathematica, permite ao usuario acompanhar passo a passo a evolucao
do algoritmo, isto foi fundamental para o entendimento da das operacoes entre ass matrizes

e vetores presentes na operacao.

A saida do algoritimo pode ser formatada de modo a apresentar-se a amplitude de proba-
bilidade, o estado a ser medido e o produto tensorial dos estados da base conforme a Tabela

abaixo.
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Probability Measurement, State
0.00257874 (o1 0y 0 o4> 0) ® [0) ® |0) ® (—1.]0))
0.00257874 <01 0y O3 14> 0) ®[0) ® |0) ® (—1.]1))
0.961319 <01 0y 13 04> 0) ®10) @ [1) @ [0)
0.00257874 <01 0s 1s 14> 0) ®10) ® |1) @ (—1.]1))
0.00257874 (01 1, 05 04> 0) ® |1) @ 10) @ (—1.]0))
0.00257874 <01 1, 05 14> 0) ® |1) @ 10) @ (—1.]1))
0.00257874 <01 1, 1 04) 0) ® |1) @ [1) @ (—1.]0))
0.00257874 (01 1, 1 14> 0) @ |1) @ [1) @ (—1.]1))
0.00257874 (11 0y O 04> 1) ®10) ®10) ® (—1.|0))
0.00257874 (11 0y O 14> 1) @ |0) @ 10) @ (—1.]1))
0.00257874 (11 0y 1s 04) 1) ®|0) @ [1) @ (—1.]0))
0.00257874 (11 0y 1s 14) 1) @ |0) @ [1) @ (—1.]1))
0.00257874 (11 1, 05 04) 1) @ |1) @ 10) @ (—1.]0))
0.00257874 (11 1, 05 14> 1) @ 1) @10) @ (—1.]1))
0.00257874 | (1, 1, 1, 0, ) [ )@ 1) @[1) @ (~1]0))
000257874 | (1, 1, 1, 1, ) [ @ ) @)@ (-1]1)
Probability Measurement State

7.2 Simulacao do Algoritmo de Grover Usando Python

A migragao para o Python através do uso do pacote Qutip [28], permitiu expandir a
simulagao até o nimero de 16 qubits, este numero de qubits é suficiente para um perceptron
simular uma porta légica simples. A porta AND (Figura foi escolhida entao para a
simulacao. Todavia, a matriz definida pelo operado Ug foi gerada classicamente devido
ao nimero de qubits exceder o maximo permitido no uso deste pacote, uma vés que os

operadores que formam o oraculo, tem inimeros qubits auxiliares.

Os qubits do estado de entrada foi subdividido em 3 subgrupos com 3 qubits cada,
de forma que os trés primeiros qubits representam o bias, os trés qubits intermedidrios,

representam o peso sinaptico w; e os trés ultimos qubits representam o peso sinaptico de ws.

A simulagao seguiu os passos do algoritmo BBHT, partindo do pressuposto que nao é
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Figura 7.2: Solugao para o problema da porta légica AND onde Verdadeiro =1 e Falso =
—1.

conhecido o nimero de solugoes, onde no seu loop, o nimero de aplicagoes do algoritmo de

Grover aumenta em fungao do crescimento da varidvel j (Algoritmo [2)).

As operagoes algébricas produzidas pelo simulagao do algoritimo de Grover, seguem as
operacgoes descritas na secao 5.5.4, porem os vetores e matrizes gerados sao da ordem de

29 x 1 e 22 x 27 respectivamente.

Apo6s a aplicacao do operador Hadamard aos qubits de entrada no algoritmo, uma leitura
do gréfico da Figura [7.3] Uma répida leitura, mostra que todos os estados estao com a
mesma amplitude, o que era de se esperar ja que a porta Hadamard poe o qubit num estado

intermediario entre |0) e |1).

E aplicado a primeira iteracao do BBHT e as amplitudes dos estados pode ser vista no
grafico da Figura [7.4] Aqui, j4 pode ser visto um aumento da amplitude dos estados que
produzem os coeficientes das retas que separam as classes da porta AND. A probabilidade

de uma leitura encontrar um dos estados procurados é de aproximadamente 60, 6%.

Seguindo o algoritimo BBHT, é feita uma leitura dos qubits, os estados colapsam e os
pesos da saida sao testados utilizando os padroes de teste da RNA. Caso o estado colapsado
seja um dos estados procurados, o BBHT sai do loop e o algoritimo é encerrado. Todavia,
caso o estado colapsado nao satisfaca os dados de teste, o BBHT entra no loop seguinte,

desta vez, aplicando duas vezes o operador de Grover.
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Figura 7.3: Implementacao do Algoritimo de Grover: Amplitudes dos estados apds a

aplicacao da porta H®".
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Figura 7.4: Implementagao do Algoritimo de Grover: Amplitudes dos estados apds uma

aplicacao do operador de Grover.

Apoés a segunda aplicacao, conforme o loop do BBHT, a amplitude dos estados da base
sao alterados, e uma analise do grafico da Figura mostra um aumento significativo dos
estados que satisfazem a busca. A probabilidade de uma leitura encontrar um dos estados
procurados apds a segunda aplicacao do operador de Grover é de aproximadamente 99, 3%.

E feita uma leitura dos qubits e novamente, os pesos sindpticos sao testados na RNA, o que
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deve satisfazer os padroes de teste. O loop do algoritmo BBHT é entao encerrado.

Algoritmo de Grover

M HF‘” ”

0.025

0.020}-

0.015}

0.010}

Amplitude de Probabilidades

0.005}

0.000 \ llI_MILJJDdH
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Figura 7.5: Implementacao do Algoritimo de Grover: Amplitudes dos estados apds duas

aplicacao do operador de Grover.

O uso do BBHT, pode ser substituido pelo algoritmo de Contagem Quantica, este retor-
naria o ntiimero de solucoes para a busca, o qual seria aplicado na equacao definindo o

nimero de aplicacoes do operador de Grover.



Capitulo 8

Conclusoes e trabalhos Futuros

Neste capitulo sao apresentadas as consideragoes finais desta dissertacao e apresenta
algumas sugestoes de trabalhos futuros que visam contribuir com a solucao apresentada

neste documento.

8.1 Conclusao

Este trabalho de dissertagao visou propor uma abordagem quantica para o treinamento
de uma RNA com pesos, em particular o perceptron cldssico. Como solugao foi proposto
o uso do Algoritmo de Grover para promover a busca dos pesos sinapticos que compodem
os elementos da lista. A abordagem proposta propde a criagdo de um operador unitario,
que trabalha como o ordculo de Grover na identificacao e inversao de fase dos estados que
compoes os coeficientes da reta que separam duas classes. Como o nimero de estados da
base que satisfazem a condigao da busca nao era conhecida, o Algoritmo BBHT foi aplicado,
porem, uma outra abordagem poderia ter sido aplicada, a partir do Algoritimo de Contagem

Quantica.

Foram feitas simulacoes do Algoritmo de Grover utilizando o Software Mathematica
através do pacote Quantum, que tem uma rapida curva de aprendizado, foram feitas as
primeiras simulagoes, porem este mostrou-se inadequado quando o nimero de qubits era
maior do que 6, devido ao aumento exponencial das matrizes envolvidas. Como alternativa,

migrou-se para a plataforma Python, utilizando o pacote Qutip, que apesar de nao ser
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tao intuitivo quanto o primeiro, tem uma curva de aprendizado melhor do que os pacotes
baseados em C ou C++ como o QQCL. Apesar de nao apresentar travamentos, o pacote
Qutip, limitou-se a processar as matrizes até o numero de 16 qubits, o que gerou matrizes de
216 % 216 permitindo simular a porta AND com 9 qubits, o minimo de qubits que se mostrou

eficiente para a simulagao.

Decorrente da limitacao imposta pelo software, a matriz que representa o operador pro-
posto foi gerado de forma classica, mantendo os demais elementos do Algoritmo de Grover

e BBHT.

Uma consequéncia da metodologia adotada é que, diante da afirmacao de Rosenblatt
no Teorema de Convergéncia do Perceptron [35], a abordagem quantica permite definir um
limite superior para encontrar um conjunto de pesos sinapticos. Este limite é definido pelo
Algoritmo de Grover que tem tempo de execucao da ordem O(\/N/—M [29], no entanto, a

abordagem proposta tem o tempo de processamento ¢ dominado pela multiplicacao.

8.2 Trabalhos Futuros

Como consequéncia da limitagao imposta pelo software, a busca por ferramentas que
proporcionem maior poder computacional, tanto de software como hardware, visando au-
mentar a a eficiéncia da solucao, ampliando o nimero de qubits de forma a aumentar tanto
a precisao como o numero de sinapses e neuréonios da RNA. Com o desenvolvimentos de
novos algoritmos quanticos para manipulacao de matrizes e vetores, a linha de pesquisa de
aprendizado de maquina sera beneficiada com os ganhos exponenciais promovido pela com-
putagao quantica. A manipulagdo de grandes dados (—Big Data) serd no futuro um grande

incentivador no desenvolvimento dos primeiros processadores quanticos.

Por fim, sugere-se a extensao da pesquisa na area de RNA’s para abranger também a
pesquisa para aplicagao de algoritmos quanticos a treinamento de RNA’s nao supervisiona-

das.
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